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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНА/ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ И СТУДЕНТОВ



КОЛЛЕКЦИЯ ГОЛОВОЛОМОК

ГОЛОВОЛОМКИ ИЗ БУКВ ВАШЕГО ИМЕНИ

Все буквы, показанные на рисунках, сделаны из проволоки. Но сделаны они так, что могут

быть превращены в головоломки. Несмотря на внешние отличия, большинство подобных про-
проволочных головоломок из букв основаны на одном принципе. Он называется «принцип прово-

проволочной петли». Рассмотрим его на простейшем примере — букве «Я». На первый взгляд ка-

кажется, что отцепить челнок от «Я» и превратить букву «Я» в *Р» (или «Ь») совершенно невоз-

-чкно. Но взглянув в нижний правый угол рисунка, вы наверняка удивитесь, как легко это де-

^я. Поняв секрет головоломки из последней буквы алфавита, попробуйте сделать из про-

•ячальные буквы ваших собственных имени и фамилии, а затем превратить их в голо-

*ственного изобретения. Примеры проволочных головоломок из буке показаны на
*>ломку «АКБ» прислал в редакцию Александр Бзшкиров из Чехова Московской

"з всех головоломках одна и таже — научиться расцеплять и сцеплять прово-

"оволомок подойдет медная или стальная проволока диаметром 0,5 —

*чень жесткая или упругая стальная проволока, раскалите еедо-

чно остудите и зачистите до блеска наждачной бумагой или по-

•пайте в редакцию.
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Глаз и небо
В.СУРДИН

| | ервая встреча с телес-

I I копон частообсекура
-L А жнвает любителя ас-

астрономии. «Я не вижу ника-

никаких деталей», — говорит на-

начинающий наблюдатель, гля-

дя на Марс или даже на

Юпитер. А более опытный

еготоварищс помощью это-

этого же телескопа составляет

подробную карту планеты.

У него тренированный глаз.

Он научился настраивать
свое зрение на астрономи-
астрономические наблюдения. Вытоже

можетенаучиться этому, если

узнаете об особенностях нашего зре-
зрения, ну и разумеется, если будете сис-
систематически наблюдать небо.

Какустроен глаз?
Устройство глаза показано на рисун-

рисунке 1. На первый взгляд глаз очень

напоминает фотоаппарат Объектив
глаза — роговица, радужка и хруста-
хрусталик — похож на классический фото-
фотообъектив с его системой лннз н диаф-
диафрагмой. Причем это очень широко-

широкоугольный объектив: поле зрения на-

наших глаз простирается почти на 180'
по горизонтали и на 140* по вертика-
вертикали. Конечно» качество такого простого

объектива не может быть очень вы-

высоким: резкое изображение получает

Учеловека восемь чувств
— зрение, слух,

обоняние, вкус, осязание, ощущение

температуры, ощущение боли и чувство
положений идвижений тела. Но, безуслов-
безусловно, самое важное и удивительное из них—

зрение, доставляющеенашемумозгу

более90%информацииобокружающем
мире. Адля астрономов зрение — это

вообщеединственный путь во Вселенную,
Наблюдай в телескоп или без него, нужно
учитывать особенностиустройства глаза и

работы зрения. Только такможно увидеть

почти невидимое: мелкиекратеры наЛуне,
слабую звезду, далекую комету, бледную
галактику и т.д.

Роговица

Височная сторона

Сетчатка

Радужка

Хрусталик
Зрительный
нерв
{к мозгу)

ся только в центре поля зрения, а к

периферии оно заметно ухудшается.
Центральное отверстие радужки

—

зрачок. Он играет ту же роль, что и

диафрагма у фотоаппарата: больше
или меньше закрывает края линзы в

объективе. Глаз может изменять диа-

диаметр зрачка в пределах от 2 до 8 мм.

Таким образом он регулирует коли-

количество света, проходящегочерез хрус-
хрусталик на светочувствительную сетчат-

сетчатку. Но на этом аналогия с фотокаме-
фотокамерой заканчивается, поскольку про сет-

сетчатку уже не скажешь, что это аналог

фотопленки.
Сетчатка глаза значительно ближе к

светоприемннку современной видео-

видеокамеры, состоящему измножества эле-

элементарных полупроводниковых при
емннков света — пикселей. Всегчатке

глаза их роль играют светочувстви-
светочувствительные клетки. За своюформу одни
из них названы колбочками, а дру-
другие — палочками. В сетчатке каждого

глаза около 7 миллионов колбочек и

120 миллионов палочек.

Палочки работаютпри слабом осве-

освещении и обеспечивают вечернее и ноч

ное зрение. Ноони нечувствительны к

цвету (именно поэтому нам кажется,

что «ночьювсе кошки серые* ) А кол-

колбочки могутработатьтольхо
при ярком свете, т.е. днем, и

при этом они чувствуют цвет

изображения. Объясняется

это тем, что на самом деле в

сетчатке глаза присутствуют
колбочки грех разных ти-

типов, расположенные впере-

вперемешку: одни чувствительны
ксинему,другие

— кзелено-

зеленому, а третьи
— к красному

(точнее, оранжевому) цвету.
Все вместеонидовольно точ-

точно передаютинформациюоб
оттенках изображения. Здесь

уже легкоувидеть аналогию
с кинескопом цветного телевизора, в

котором какбы совмещенотри одноц-
одноцветных кинескопа — красный, зеленый
исиний. ч

Способности глаза

Какие самые мелкие детали может

заметить глаз? Это определяется его

угловой разрешающей способностью.
Если мы не можем различить мелких

деталей на картинке, то стараемся

поднести ее поближе к глазам.Линей
иый размердеталей при этом не изме-

изменяется но для глаза возрастает их

угловой размер а (рис.2). Минн
мольный угол, под которым глаз спо-

способен различитьдветочки по отдель-

отдельности, называютегоразрешающейспо-
способностью, или, короче, разрешени-
разрешением. Здоровый глаз в центре своего

поля зрения, т.е. там, где на сетчатке

плотно расположено большое коли-

количество колбочек, имеетразрешение око-
около Г. Под таким углом вы видите

точку в концеэтогопредложения, если

держите журнал в вытянутых руках.

При этом вы легко отличаете запятую
от точки. Но отодвиньте тест втрое

дальше
— н выужене отличитеихдруг

отдруга. (,.,...,..,.„.,)

Носовая сторона

Рис. t. Ршэреэглаэа человека Рис.2. Угловойразмер объект» и четкость фго изображения зависятотрасстояние



ГЛАЗ И НЕБО

Другая важная способность глаза —

различать быстрыедвижения и изме-

изменения картины. Ее называют вре-

временным разрешением. Например, в

некоторых видеоклипах (обычно пол

музыку встиле рок) картинкаменяет-
меняется 5— 7 раз в секунду, и глазспособен

уловить сюжет всех этих изображе-
изображений. Но если менять картинку 15—20

раз в секунду, торазные изображения
сольются в одно, и вы ничего не раз-

различите. Это потому, что временное

разрешение глаза составляет около

0,1 секунды. Благодаря этомуосущес-
осуществляется «эффект кино»: когда изо-

изображение меняется с частотой 24 кадра
в секунду, мы не замечаем мелькания

кадров, а воспринимаем это как непре-

непрерывную картину
Заметить разницу в освещенности

двух соседних поверхностей глаз мо-

может только в том случае, если она

превышает 2% почти независимо от

абсолютной яркости поверхностей.

Приэтом глаз работаеткакдифферен-
дифференциальный анализатор: он сопоставля-
сопоставляет не на сколько» а во сколько раз

различаются яркости. Именно поэто-

поэтому в астрономии привилось понятие

«звездная величина». Разницаблеска

междудвумя звездами на Iя означает,
чтопотоки света от них различаются в

2,512... раза. Опытный астроном мо-

может заметить разницу блескадвух со-

садннх звезд на 0,02 я. Это почти в

точности равнотем самым 2%
—

поро-
пороговой чувствительности глаза.

Продолжим аналогию с электрон-
электронными приборами. Как известно, лю-

любая видеокамера имеет систему авто-

автоматической регулировки усиления.
Глаз — тоже. В темноте его чувстви-

чувствительность повышается в тысячи раз, а

приярком свете — ослабевает. Проис-
Происходит это нетакбыстро, каку видеока-
видеокамеры, поэтому, выходя на яркий свет,

мы несколько секундстрадаем от резн
в глазах, апопадая втемноту, некото-

некоторое время ничего не видим. Полная

темновая адаптация глаза происходит

примерно за полчаса. По истечении

этого срока глаз приобретает макси-

максимальную чувствительность (рнс.З).

Особенностизрения
Глаз соединен с мозгом лучком нерв-
нервных волокон, но нх в пучке сущес-
существенно меньше, чем светочувствитель-
светочувствительных клеток в сетчатке глаза. Поэтому
глаз сам осуществляет предваритель-

предварительную обработку информации н пере-
передает в мозг простые образы. Так, в

1
I
8

2-

3*

4"

5й

6"

7"

\\ Слабая дымка.

Ясное ночное небо

^
Пора чувствительности млата

0 5 10 15 20

Время пребывания # темноте, мин

Рис. 3. Величиныпродольно слабыхзвезд,

доступныхнашамуглазу. шэааисимостиот

времениеготемповойадаптации Порого-
Пороговая чувствительностьглазапрактически

медосгижимз, посколькуночноенебона

бываетабсолютно темным, а слетится за

счетизлученияатмосферы, космической
пыли идалъких заезд.

хаотически разбросанных пятках глаз

старается «угадать» контуры геомет-

геометрических фигур, уже знакомых мозгу.
Это его свойство иногда оказывается

полезным для астрономов (фигуры

созвездий запоминаются легче), а

иногда вредным. Пример тому — «от-

«открытие» каналов на Марсе или «об-

«обнаружение» звездных цепочек и ко-

колец.

Нужно помнить, что восприятие

зрительных образов — дело тонкое,

глубоко связанное с особенностями

пенхнкн человека. Зная эти особен-

особенности, можно без труда обмануть те

отделы нашего мозга, которые анали-

анализируютдвухмерное изображение, за

фиксированное сетчаткой глаза, и

восстанавливаютпо немутрехмерный
образ исходного объекта. Специалис
там известно множество зрительных

иллюзий на использовании которых

основано немало цирковых фокусов
Кстати, не менее важнои обратное —

умение на плоском рисунке верно пе-

передать строениетрехмерного объекта.

Вершиной манипулирования зритель
ными образами является рисование

«невозможных объектов». Мастерски
владел этим искусством голландски

художник МаурицЭшер.

РисунокМ Эшера
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Преобразовывать двухмерное изо-

изображение в трехмерную модель ре-

ребенок учится с первых дней жизни,

ощупывая руками то, что он видит.

Поэтому зрение иногда называют

«приобретенным умением». При пе-

переводе двухмерных образов в трех-
трехмерные наш мозг пользуется спе-

специальным «словарем»
— накоплен-

накопленным в памяти запасом возможных мо-

моделей. Причем у каждого из нас этот

словарь сугубо индивидуален, связан
с конкретным жизненным опытом, с

профессией Недаром каждый по-сво-

по-своему дорисовывает друдлы
— загадоч-

загадочные незавершенные картинки. А уви-
увидев нечто необычное в небе, каждый

из нас по-своему додумывает детали

и определяет природу увиденного.
Лишь опыт астрономических наблю-

наблюдений позволяет нам более или ме-

менее верно понимать увиденное на

небе.

Эффект «полета» Луны
Если в лунную ночь погода выдалась
облачная и ветреная то наверняка вы

заметитеудивительное явление — так

называемый полетЛуны (рис.4) Сто-
Стоит ей показаться в разрыве облаков,
как она «метнется в сторону», и вы

невольно вскинете голову и начнете

следить за ней Но через несколько

секу |д выубедитесь чтоЛунастоитна
месте, а летят в действительности об-
облака. Впрочем, если облачность плот-
плотная и разрывов в ней мало, то вы

можетедолго не увидетьЛуну второй
раз н останетесь в полной увереннос-
уверенности, что «нечто яркое округлой формы
быстро пролетело на фоне облаков».
Известны случаи, когда именно так

рождались слухи об НЛО. Как же

объясняется эффект «полета» Луны?
Мы уже знаем, что наш глаз переда-

передает в мозг далеко не все, что видит, а

лишь самое важное. Но откуда он

знает, чтоважно, ачтонет? В процессе
биологическойэволюции каждый ор-
орган человека приобрелтакие качества,
которыепомогаютнамвыжить. Глаз —

неисключение. Онпреждевсеговыде-
выделяет из увиденного ту информацию,
которая можетотноситься к потенци-

потенциальным жертвам человека или к опас-

опасным длянегохищникам. Ито, идругое
обычносвязаносдвижением жертва

убегает, хищник нападает. Поэтому
наша зрительная система прежде все-

всего фиксирует изменение, перемеще-

перемещение объекта в поле зрения. Причем
осуществляется это наиболее эффек-
эффективным способом.

Дело ъ том, что между сетчаткой

глаза и корой головного мозга зри-

зрительный сигнал испытывает сложные

преобразования. В целом он сущес-
существенно упрощается, но при злом из

него выделяется жизненно важная

информация, потеря которой могла

бы стать гибельной для нас. В час-

частности, сохраняется и даже значи-

значительно усиливается информация о пе-

перемещении изображения по сетчатке.

И даже более того — сохраняется толь-
только информация о перемещении Не-

Неподвижные объекты, изображение ко-

которых не смещается на сетчатке, глаз

через некоторое время вообще пере-
перестает замечать. Поэтому, чтобы асе

же видеть неподвижную картюгу глаз

постоянно совершает микроскопичес-

микроскопические повороты на 2—3 минуты дуги,

создавая тем самым искусственные

смещения изображений на сетчатке.

Именно поэтому, глядя на звезды, мы

иногда замечаем их «прыжки»: в дей-
действительности это микроскопические

движения глаза.

Другая важная особенность глаза

состоит в том, что область четкого

Рис.4 Проглядывающая яразрывах

плывущюсоблахоеЛуна кажется быстро
летящейпонебу
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зрения находится в центре сетчатки н

имеет размер всего несколько граду-
градусов, тогда как все остальное поле на

шего зрения обладает низкой разре-
разрешающей способностью

Теперь представьтесебе, что выохот-

охотник, всматривающийся в неподвиж-

неподвижный пейзаж в поисках жертвы. Кста-

Кстати, умная жертва, почувствовав не-

неладное, замрет, н ее станеточень слож-

сложно различить. Но, предположим, жер-
жертва вас не замечает н продолжаетспо-

спокойно пастись. В принципе, у глаза
естьдве возможности: зафиксировать
взгляднапейзаженлн надвижущейся
жертве. Если бы взгляд был зафикси-
зафиксирован на пейзаже, то раздражающим

стимулом, перемещающимся по сет-

сетчатке, былобы изображение жертвы.
Но сигнал от него был бы слаб, пос-

поскольку онпокрывает малую часть сет-

сетчатки, а качество изображения жерт-
жертвы было бы плохим, поскольку оно

сразу бы вышло из области четкого

зрения.

Поэтому эволюция избрала иной

путь. Наш глаз фиксирует взгляд на

движущейся жертве; ее изображение
постоянно остается в центре сетчатки

в области четкого зрения. Зато при

этом перемешается посетчатке изобра-
изображение всего окружающего пейзажа,
создаваямощныйзр1ггельный импульс н

возбуждая внимание Это стандартная
ситуация, н мозг интерпретирует ее

одноэодчно: небольшоезафиксирован-
зафиксированное изображение в центре поля зрения
— этодвижущийся объект, аокружаю-
окружающее его обширноедвижущееся изобра-
изображение — это неподвижный фон.
И вотперед нами картина

— бегущие
по ночному небуоблака ипоявляющн-
я в их разрывах Луна, яркая звезда

или планета. Глаз (точнее, мозг) реа-
реагирует на эту картину привычным

образом
— в нашем восприятииоблака

стоят, а яркий объект стремительно
летит. Лишь сознательно и совсем не

сразу удается подавить это ощущение,

«остановить» небесное светило и

«сдвинуть* облака. Для тех кто любит

наблюдать небесные явления, это не

представляеттруда.
Любопытно, чтоточнотак же рабо-

работает электронная система стабилиза-

стабилизации изображения у портативных виде-

видеокамер. Если картинка смещается це-

целиком, то система возвращает ее в

пределы кадра, предполагая, чтопри-

причинасмещения
—

лрожаннеруки опе-

оператора. Ноесли на неподвижном фойе
смещается небольшая частьизображе-
изображения, то система не вмешивается, счи

тая это реальным перемещением одно-

одного изобъектовсъемки Таким образом
если направить камеру на облачное

небо с Луной, то она, как н глаз,

постарается «остановитъоблакаи сдви-

сдвинуть Луну>.

Эффект бокового зрения
Чтобы лучше разглядеть предмет, мы

смотрнм на него «в упор». При этом

изображение предмета попадает в

центр сетчатки глаза, где плотно рас-
расположенные колбочки обеспечивают

цветное ночень четкое зрение. Все, что

находится за пределом центральной
зоны сетчатки, видно расплывчато и

без ярких цветов. Однако н боковое

зрение имеетсвои достоинства.

Во-первых, в центре сетчатки поч-

почти нет чувствительных к свету пало-

палочек, обеспечивающих наше ночное

зрение. А колбочки далеко не так чув-

чувствительны, поскольку их спектраль-

спектральный диапазон ограничен определен-
определенным цветом. Но центральная область
четкого зрения, залейценная колбоч-

колбочками, невелика
— всего несколько уг-

угловых градусов А дальше, на пери-

периферии сетчатки расположены очень

чувствительные к свету (но не разли-

различающие его цвет) палочки. Поэтому
боковым зрением мы видим ночью

менее яркие объекты, которые не вид-

видны в упор.

Астрономы часто пользуются боко-
боковым зрением, чтобы заметить слабую
звезду или туманность, которую не

видно при взгляде в упор. Например,

Кассиопея

Туманность
* Андромеды

^Большой |
квадрат*

К
Пегое

Рис.5. Попробуйте найти ив небе Туман-
ТуманностьАндромеды используя боковое

зроню Дня этого зафиксируйте взгляд н»

звезде v Андромедыили немноголевее

определив по карте неба положение

Туманности Андромеды (рис.5), вы

можете не отыскать ее в указанном
месте (особенно на городском небе),
но стоит немного отвести взгляд от

этой точки, и вы обязательноувидите
там овальное пятнышко, похожее на

тусклое пламя свечн,
- это и есть

знаменитая Туманность Андромеды,
гигантская звеадная система, подобная
кашей Галактике. Неудивляйтесь, что

ее трудно различить глазом. Удиви-
Удивитесь тому, что это вообщеудается, ведь

она в сотни раз дальше тех звезд,

которые составляют знакомые вам со-

созвездия.

Итак, боковое зрение — ценный ин-

инструмент наблюдателя. Если научи-
научитесь нм пользоваться, он хорошо пос-

послужит вам. Но с теми, кому этот эф-
эффект не знаком, он может сыграть

шутку: заметив на небе краем глаза

светящийся объект, вы поворачиваете

голову, чтобы рассмотреть его полу-
получше, а он... пропадает! Нередко так

рождаются легенды об НЛО.
У бокового зрения есть н вторая

особенность: оно имеетболее высокое

временное разрешение, чем централь

ное зрение. Убедиться в этом легко:

взгляните на лампу дневного света

сначала в упор, а затем боковым зре-
зрением. В первом случае ее свет покажет-

покажется вам ровным, в во втором
—

дрожа-
дрожащим: это вы заметили колебания на-

напряжения с частотой 50 Гц, заставля-

заставляющие мигатьлюминесцентнуюлампу.
Такой же опыт можно проделать и с

экраном телевизора: при взгляде на

него в упор вы не замечаете быстрой
смены кадров, а боковым зрением без

труда отмечаете нх мелькание.

Вероятно, эта особенность нашего

зрения выработалась еще в древнос-

древности, когда вокруг человека бродило
много опасных хищников, любивших

нападать сбоку или сзади. Поэтому
именно боковое зрение жертвы долж-
должно срабатывать быстро, без задержки
сообщая мозгу о нападении. Неваж-

Неважно, что боковое зрение дает нечеткое

изображение. Жертве все равно, ка-

какой зверь на нее бросился —

тигр в

полоску илн леопард в пятнышках.

Главное — быстрее заметить нападе-

нападение и улизнуть. В наше время быст-

быстрая реакция бокового зрения тоже

важна: она частенько выручает как

водителей так н пешеходов. Поэтому
нужно развивать свое боковое зрение
н учитывать его особенности при на-

наблюдении различных оптических яв

ленин — небесных и земных.

2 Кшгт ЛЬ Э
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Логика и парламент

Введение

В згой статье мы покажем, как мож-

можно приложить абстрактную матема-

математическую логику к живо-трепещущей
проблеме принятия решений впарла
менте, а также выделим некоторые
особенности мышления прикладного
математика и поговорим о моделиро-

моделировании.

А.ШАПИРО

Начнем нашрассказ с простого при-
примера из жизни одногодоисторическо-
доисторического племени. Это племя управлялось

вождем и Советом из десяти старей-
старейшин. Наиболее важные вопросы жнз
нн племени решалисьпутем голосова-

голосования в Советестарейшин, где решения

принималисьпростым большинством

голосов. Вождь являлся председате-

председателем Совета старейшин н мог ставить

вопросы на голосование (сам он не

голосовал). Такая у низе была упро-
упрощенная «парламентская» система.

Однажды произошло неприятное
событие Вовремясубботникапострой
тельству речной плотиныдикарь Ин-
Иннокентий (в просторечии Кеша) уро-
уронилбревновождюнаногу. Вождьсчел
поступок Иннокентия покушением на

себя н вынес вопрос о наказании про-

j
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винившегося на Советстарейшин. По
мнению вождя, в качестве наказания

следовало уронить бревно Кеше на

голову.
Прежде чем ставитьсвое предложе-

предложение на голосование, вождь разными
тайными способами выяснил мнение

старейшин. Результат оказался для
него неутешительным.
Только четверо старейший пол-

полностью поддерживали вождя, т.е. счи-

считали, что на него было совершено

покушение н наказание, предлагае-
предлагаемое вождем, правомерно. Четверо дру-
других признавали факт покушения, од-
однако наказание считали слишком стро-

строгим. Двое оставшихся членов Совета

ЛОГИКА И ПАРЛАМЕНТ

были полностью несогласны с вождем:

онн полагали, что никакого покуше-

покушения не было и наказывать Кешу не

надо.

Итак, если бы вождь прямо поста-

поставил на голосование вопросо «бревно-
ваннн» Кешн, то шесть издесяти чле-

членов Совета высказались бы против.

Поэтому глава племени решил дей-
действовать в обход.

Прежде чем читать дальше, попы*

таитесьугадать, какуюуловку приду-
придумал вождь, чтобы перехитрить Совет

старейшин и заставить его принять

свое решение.
А придумал он вот что. Собрав Со-

Совет, вождь поставил на голосование

следующееутверждение:
4ЕслиИннокентий совершил поку-

покушение, тоеюследует наказатьбрев-
бревном по голове, а если нет, то его

наказыватьне надо, >
Большинством голосов решение

былопринято, ибоза негопроголосо-
проголосовали четверостарейший, которыепод-

поддерживали идеюстрогого наказания,
и... те двое, которые считали, что

Ксшу вообще не следует наказывать!

Вслед за этим вождь поставил на

голосование простоеутверждение:
^Иннокентии совершил покуше-

покушение >

За него проголосовали восемь нэ

десятистарейший.
Совет завершился краткой речью

вождя в которой тотсовершенноспра-
справедлив утверждал, чтона основании

толькочтопринятыхдвух постановле-

постановлений смутьяна Иннокентия следует
бревновать!

Мораль
«демократической»
истории
Задумаемся: пример чего мы только

что рассмотрели? Ясно, что вождя

нельзя обвинить в нечестности, а ста-

старейшин — в глупости. Вождь по всем

правиламвыполнялобязанности «спи-

«спикера», а старейшины голосовали, как

нм подсказывали их убеждения. И
вместе с тем было принято решение,

которое не прошло бы прн прямом
голосовании.

Чемжеобъяснить, что Советстарей-
старейшин мог по одному и тому же вопросу
принятьдва противоположных реше-
решения? Приходится приз 1ать, что скту
ацня связана с дефектами самой про-

процедуры принятия решений путем голо-
голосования. И значит, она может повто-

повториться в любом парламенте!

Проанализируем, в чем состояла

процедураголосования, и начем «сыг-

«сыграл» вождь. Воттри главных обстоя-

обстоятельства:

1) вождьнавязал решение Совету
старейшин чистологическим путем;

2) решениео наказании следовало

нэ двух постановлений, одобренных
Советом;
3) вСовете не былоединогласия по

всем вопросам.
Всегдалидостаточноэтих условий.

чтобы вождь мог добиться своего?

Каковы наиболее общие условия не-

непротиворечивой работы парламента?
В некоторыхдостаточноестественных

предположенияхмыдокажемследую-

следующую неожиданнуютеорему.
Теорема. Если в парламенте не

существует большинства, которое
по всем вопросам голосует совер-
совершенно одинаково, то такой парла-
парламент противоречив, т.е. онможет

принятьлюбое напередзаданноере-
решение.

Иными словами, если в парламен-

парламенте есть такое большинство, то парла

мент можно эффективно заменить

одним депутатом
— представителем

большинства, а если нет, то его мож-

можно заменить одним спикером (все за

висит от того, какие и в каком по-

порядке он ставит вопросы на голосо-

голосование!).

Прежде, чем доказывать теорему,

сформулируем и обсулнмусловия, прн
которых она верна. В этом особен-

особенность прикладной математики, в от-

лнчне от чистой: хорошо поставить

задачу нередко труднее, чем найтн

решение.

«Идеальный»депутат

При моделировании любого явления

(у нас — процедурыголосования) встре-
встречаются два крайних подхода: можно

попытаться учесть как можно больше

особенностей изучаемогоявления, либо

наоборот, сознательно «обеднить»
модель, ухватив в ней только самые

общие черты. (По замечанию выдаю-
выдающегося советского физикаЯ.И.Френ-
И.Френкеля, хорошая теория похожа не на

точнуюфотографию, аскореенаудач-
удачную карикатуру.)
Ясно, что первый путь моделирова-

моделирования поведения реального депутата в

реальном парламентезатруднителен:

ужбольно объектсложный... Поэтому
мы пойдем по второму пути и попыта-
попытаемся построить модель идеального

депутата.
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В результатедоказательства нашей

теоремы выяснится, что даже парла-

парламент из идеальных депутатов может

вести себя нелогично, атогда чего уж

говорить о парламенте с более «реаль-
«реальным» составом!

Разумеется, не стоит интересоваться
убеждениями идеальногодепутата, но

важно определить, как он будет их

проявлять. Нам, как избирателям,
хотелось бы потребовать от нашего

депутата верностисвоим убеждениям,
эрудированности и логичности. Сфор-
Сформулируем Кодекс ИдеальногоДепута-
Депутата-КИД.
Депутат!
1) Имейсвое мнение по каждому

обсуждаемому вопросу и не воздер-
воздерживайся при голосовании.

2) Неголосуй за противоречивую

систему утверждений. Голосуй за

все абсолютно истинные утвержде-
утверждения (например: чПостроим дом или

не построим*)* Поддерживай однов-

одновременно с утверждениями, которые
ты принимаешь, и все ихлогические

следствия.

3) Неменяй своих убеждений за

времясвоегодепутатскогосрока.

Совокупность предложений за ко-

которые голосует идеальный депутат,
назовем полной непротиворечивой

теорией. (Более строгое определение
см. в словарике в конце статьи.)
Из всех требований КИД наиболь-

наибольшие возражения вызываетпервое тре-
требование, запрещающее депутату воз-

воздерживаться при голосовании. Мы

принимаем этотребование, поскольку
отказ от него привел бы к существен-

существенному усложнению рассуждении, но в

конце мы рассмотрим и воздерживаю-
воздерживающихся депутатов.
Условия 2 н 3 кажутся вполне прав-

д подобными, но. увы, нс являются

реалистичными: даже самым после

довательным из депутатов доводится

забывать, за что они голосовали вче-

вчера. Но, как сказано выше, мы созна-

сознательно идем на некоторую идеализа-

идеализацию.

Будем предполагать, что читатель

умеет обращаться с простейшими ло-

логическими операциями («н>, «или»,

<ис>, «следовательно») и их обозна-

обозначениями (&f v, -1, =>), атакже зна-

знает начальные понятия теории мно-

множеств, включая счелюсть множества.

Основные понятия помещены в сло-

словарике в конце статьи. Но главное —

это вкус к рассуждениям н способ-
способность воспринять неожиданный ре-

результат.
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Модельпарламента
Установим теперь, каковы свойства
того набора вопросов, которые обсуж-
обсуждает парламент. Общее замечание со-

стонтвтом, чтообсуждение, конечно,

ведется на каком-то языке, н вопросы

для голосования могутбытьзаписаны

на этом языке. Язык предполагает

наличие конечного алфавита (вклю-
(включающего, какмы предполагаем, логи-

логические знаки), н все его предложения
имеют конечнуюдлину. А отсюда сле-

следует, что множествоутверждений, ко-

которые можетобсуждать парламент, не
более чем счетно.

Упражнение 1. Докажите последнееутвер-

утверждение.

В каждом «естественном* языке су-

существуютомонимы
— слова, которые

пишутся одинаково, а смысл имеют

разный. Поэтому можетоказаться, что
предложения, одинаковые по написа-

написанию, имеют разный смысл.

Упражнение 2 Как избавиться от этоЛнсод

тхэиэчиостн?

Мы не будем интересоваться смыс-

смыслом утверждений, которые могутбыть
поставлены на голосование, но потре-

потребуем, чтобы множествовсех утвержде-
утверждений было замкнуто относительно ло-

логических операций. Иными словами,

наряду сдвумя произвольными утвер-
утверждениями Л, В нашему множеству
должны принадлежать такие утвер-
утверждения, как -iAtAvB,A&B,A=*B.

Упражнения
3. Ноистсяли множество утверждений.

обсуждаемых парламентом, nauiofl непроти-
непротиворечивой теорией?

4. Докажите-,«пимюжоспюутоериииоей.аб-
суждаемих парлэмаггон. счепю(ане конечно).

5. Докажите,что множество утверждений.
которые парламент принимает большинством
полосой (если их поступить на голосование)

СЧ1ТИО

Вот и все свойства утверждений,
принимаемых парламентом, которые
нам потребуются для доказательства
теоремы.

Доказательство теоремы
Согласно упражнению 5, множество

утверждений, принимаемых парламен-
парламентом, можно занумеровать. Поэтому
мы обозначим через А{, Аг Л,,...
полный список предложений, каждое

из которых принимается большинст-

большинством голосов при постановке на голосо-

голосование.

Прежде чем излагать строгое дока-

доказательство, дадим его набросок. Объ-

Объединим все утверждения, которые мог

бы принять парламент, в одно беско-

бесконечное предложение

Заметим, что по правиламлогики каж-

каждый из депутатов, голосующих за Kt

голосует н за утверждения Ai, Аг,...
по отдел ьностн.

Если большинстводепутатов готово

проголосовать за утверждение К, то

это же большинство проголосует н за

каждое нзутверждений Ai, A2.... Это
н есть первый случай непротиворечи-
непротиворечивого парламента.

Но предположим теперь, что такого

большинства нет. Тогда можнопопро-
попробовать сыграть на противоречии со-

состоящем в том, что каждое нэ утвер-

утверждений А% .... Ап, ... принимается
парламентом, а все они вместе — нет.

Как известно, из противоречия можно

логически вывести все, что угодно, н

мы получаем второй случай — проти-

противоречивого парламента.
Слабым местом этого наброскадока-

доказательства является использование

бесконечного предложения К. Ведь
мы договаривались, что все обсужда-
обсуждаемые предложения имеют конечную

длину! И, что гораздохуже, мы сущес-

существенно использовали конечность пред-

предложений для доказательствасчетное

тинх множества.

Обойдем этот пробел с помощью

стандартного приема. Л именно, вмес-
вместо бесконечного предложения К рас-

рассмотрим последовательностьутвержде-
утверждений, «стремящуюся к К*:

К.2 =

/Cj = И| & А}

Пус_*ь, кроме того, утверждение /С,
одобряет множество М, депутатов,
К2 — множество М2,~., Кл — мно-

множество Мя,... Естественно, что каж-

каждый из депутатов, принимающий «па-

«пакет* Кщ, голосует и за любое утвер-
утверждение Ait Аг Аянз этого пакета!

Упражнение 6. Докажите что

Итак, мы получили цепочку вложен-
вложенных множеств Мя. А теперьзаметим,
что все эти множества конечны — ведь

они состоят из депутатов! А значит,

цепочка Mxz>Mzz>... з Мя э... на

некотором шаге стабилизируется: все
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множества М, с номерами, превосхо-

превосходящими некоторый фиксированный
индекс л, будут совпадать с Мя (нбо
конечное множество не может беско-

бесконечно уменьшаться).
Атак как утверждения Кя, за кото-

которые голосуют депутаты из множеств

Мя»образованы нзутверждений, при
ннмаемых парламентом то из стаби

лизации последовательностимножеств

Мя следует вывод:
Существует такое п, чтомножес-

множество А/а депутатов, голосующих за

КЛ, совпадаетсмножествомдепута-
депутатов, голосующих залюбое изутвер
ждений принимаемых парламентом
(обозначим этомножество М).
В равенстве МкшМн заключается

искомое преодоление бесконечности.

Отметим, что множество Мя может

быть и пустым: этоничему не противо-

противоречит!
Осталось совсем немного. Как и

выше, мы рассмотримдва случая.

Случай первый. Вомножество Мя =

- М входит большинство депутатов.
Какбыло показано, это случай непро-

непротиворечивого парламента.
Случай второй. Пусть теперь мно-

множество Мя ие содержит большинства

депутатов. Тогдабольшинстводепута-
депутатов отвергает Ка, а это значит, что

наряду с каждым нз утверждений
Alt...,Aa парламент проголосует и за

утверждение -¦D&...&Д,). По пра-
правилам логики, совокупность этих ут-
утверждений противоречива, чем мы н

воспользуемся.

Допустим, что наша цель
— заста-

заставить парламент принять систему зако-

законов, из которой следует некоторое
произвольное утверждение С. Поста-
Поставим по очереди на голосование парла-
парламента следующие (л+1) утверждений

Первые п предложений будут приня-
приняты по определению, а последнее про-

просто потому, что по предположению

будетпркнято -|D|&...&Д,).Изэтой
совокупности утверждений следует С.
Поясним последнее рассуждение.

Представим себе новый персонаж —

идеального чиновника, целью ко-

которого является исполнение законов,

принимаемых парламентом. Он мо-

может рассуждать так: «Казалось бы,

принятый парламентом закон

-|(.Л|&...&И-) vC предоставляет
мне альтернативу: можно исполнить

(Д,& &Л,)нлн С Однако первый
вариант отвергается системой законов

Ах,.... Ап. У меня остается одна воз-

возможность: исполнить С!»

Теорема полностьюдоказала
Упражнение 7*. Переделайтедоказательст-

доказательство таким образом, чтобы ш нем не использова-

использовалась счепюстьмножестваутверждений. (Здесь
сложность ш том, что несчетное множество

утверждений нельзя выстроить ш последова-

последовательность, у которой любой начальный отре-
отрезок конечен.I

Еще один способдоказательствате-

теоремы основан каглубокойсвязимеж-
между логическими операциями &, v...h

теоретико-множественными Г) , U...
Проверьте, что если за некоторое

утверждение А голосует множество

МЛ депутатов, а за утверждение В
—

множество MBt то за А&В голосует
МА П Мв, а за A v В голосует
MA\JMB.
Введем на множестве утверждений

следующее отношение эквивалентнос-

эквивалентности: назовем два утверждения А, В

эквивалентными, если за них голо-

голосует одно и то же множество депута-
депутатов (обозначение: А-В). Мы будем
обозначать через FA, FB,..., Fc клас-

классы эквивалентности, содержащие ут-
утверждения А, В, .... С, а через Мл,

MDt.... Мс
— множества депутатов,

голосующих за соответствующие клас-

классы эквивалентности

8. Докажите,что введенноеотношениедей-

действительно явлиетсн отношением экини&лен

Г1СОСТН.

9. Докажите,что если непусты классы экви-

эквивалентности FA, FB то множество утвержде-

утверждений, за которые юлосукл депутаты нз

МАС[Мв, также непусто. Является ли это

множество утверждений классом мсоиаален

TWOCTH?

10". Докажите теорему, используя введен-
введенное сгтиошсинс эквивалентности н последние

три упражнения.

Обсудим
Если бы наша статья былачисто мате-

математической, то словами: «Теорема
полностьюдоказана» все бы и закон-

закончилось. Но мы взялись обсуждать не

только математику, но и ее связь с

остальным миром! За это приходится

расплачиваться. Чтобы доказать зна-

значимость своих результатов, мы долж-

должны еще ответить на неформальные
возражения, которые могут возник-

возникнуть у нематематмков.

При этом мы не будем отвечать на

возражешштнпа «Зачем всеэтопало?»,
«Что это дает?» и т.п. (Однажды на

Упраленетгш*7— Юпрсдложил А Капель.

вопрос «Ну н что?» автор данной
статьи ответил <\\у и вот]».) Эти во-

вопросы» как и родственные нм вопросы

о смысле жизни, познаваемости мира

исущности науки, требуютотдельного
разговора. Поэтому ответим на возра-

возражения по существу.

Одно нз возражений можносформу-
сформулироватьтак. «Вы рассмотрелисамую

простую процедуру голосования, ког-

когда решения принимаются большинст-

большинством голосов. Но в реальном парламен-
парламенте для принятия наиболее важных

решений обычно требуется не менее

двух третей голосов.

Более того, в правовом государст-
государстве некоторые вопросы вообще не мо-

могут решаться голосованием. Непрн
косновенны например, фундамен-
фундаментальные права человека. Так может

быть, умелыч введением правовых ог-

ограничений и затруднением принятия
наиболее важных решений нам удас-
удастся преодолеть противоречивость пар-
парламента?»

На это возражение можно ответить

так. Б любом современном парламен-
парламенте все равно остается достаточно боль-
большое множествоутверждений, которые

принимаются простым большинством

голосов. D рамках этого множества

утверждениитеорема остается верной:
ведь мы не использовали в доказатель-

доказательстве того, что парламент обязан об-

обсуждать все предложения языка!

Единственное, чегоможнопопытать-

попытаться добиться с помощью правовых ог-

ограничений
— это сделать так, чтобы

любое множество предложений оказа-

оказалось незамкнутым относительно логи-

логических операций. Добиться этого слож-
сложно, но если даже удастся, то, скорее
всего, окажется, чторабота парламен-
парламента будет часто заходить в тупик, «на-

«натыкаясь» на правовые нормы.

Реальная же цель введения право-

правовых ограничений состоит в другом
—

защитить Кешу (а также нас с вами)
от произвола власти, оградить от не-

непредсказуемости результатов парла-
парламентских игр. Вряд лн кто-нибудь
станет отрицать необходимость таких

ограничений, но для снятия про-

противоречий, присущих самой про-

процедуре голосования, они, увы, беспо-

бесполезны.

Другое возражение состоит в том,

что мы строили противоречие на голо-

голосовании за «пакет» предложений
И, &. .& Ая. А почему бы не запретить
голосовать за «пакеты»?

Ответим на это возражение вопро-

вопросом: «Л всегда лн можно отличить

ЗКштЧЗ
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простоеутверждение от составного?»

Например, утверждение <Кешу надо

бревноватъ» казалось простым, одна-

однако вождьсумел представить его в виде

двухдругих.

Рассмотримтеперьвозражениео том,
что незачем запрещать депутату воз-

д рживаться при голосовании.

Отметим попутно, чтонаша идеали-

идеализация такогодепутата слегка расходи-
расходилась с типичным их поведением. Иде-

Идеальный депутатдолжен воздерживать-
воздерживаться при голосовании за любое предло-

предложение видаИ & Bt прн условии, что он

воздерживается отА н принимает В.

Реальный же депутат в таком случае,

скорее всего, проголосует «за». (Это
частный случай голосования пакетом,

когда депутат «сильно за» одно из

утверждений и «не сильно против»
остальных.)

Упражнения
11. Рассмотримнекоторый парламент в ко-

котором позволительно воздерживаться прн го-

тасовании Предположим, что каждый депу-
депутат этого парламента бывает против хотя бы

ецногоутверждения, принимаемого больший

ством голосов. Докажите, чтотакой парламент

«непримиримых» депутатов противоречив
12. Докажитечтодля принятия произаоль-

наго решения Св противоречивом парламенте

кегдадостаточно трех голосований.

Новое свойство парламента, в кото-

]юм депутаты могут воздерживаться

прн голосовании, состоит в том, что

такой парламентможетбыть нетолько

«чисто противоречивым» или «чисто

непротиворечивым», как в нашей тео-

теореме. Возможна третья ситуация,

когда бесконечное предложение К, о

котором шла речь в наброске доказа-
доказательства, не принимается, но и не

отвергается большинствомдепутатов.

Однако, на наш взгляд такой парла-

парламент должен встречаться редко, тому
годтверждением упражнение 11. Кро-
Кроме того, он вряд ли будет достаточно
дееспособным.
Действительно, точно так же, как

и в доказательстве теоремы, устанав-

устанавливается существование утверждения

КашА1&А3&...&Ая такого, что за н

против него голосуют те же дспута

1ы, что н за предложение К (а зна-

значит, н воздерживается от голосова-

голосования за Кя столько же, сколько за

Ю. Поэтому в парламенте этого типа

становится невозможным принятие

сколько-нибудь длинной системы за-

законов, так как голосование все вре-

время заходит в тупик.
Еще одно возражение противтеоре-

теоремы, точнее, против ее практической
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значимости, можно сформулировать
так. «На самомделе, депутаты голосу-
голосуют не столько за текст обсуждаемого
предложения, сколько за нечто, гораз-
гораздо менее определенное — смысл этого

предложения. Причем этот смысл все

понимают по-разному Может, напри-

например, оказаться, что если для одного

депутата изА следуетВ, тодлядругого
это совсем не так.» О том, что такое

возражение правомерно, свидетель-

свидетельствует наличиев политическом лекси-

лексиконе выражений типа 4 приход к обще-

общему пониманию вопроса».

Однако не следует придавать ему
чрезмерного значения. Если бы депу-
депутаты понимали смысл одних и тех же

предложений совершенно по-разному,
то парламент скорее напоминал бы

сумасшедший дом. Все-таки какие-то

наиболее существенные вещи всеми

понимаются одинаково.

Другоедело, чтологика удепутатов
действительно более богата, чем рас-

рассмотренная выше. 11анрнмер, эта ло-

логика допускаетужеотмеченные выска-

высказывания типа «сильно за» или «слегка

против». Крометого, решая, как голо-

голосовать за утверждение X, депутатмо-
жетрассматривать его, kbkX&Y&Z

где Y.Z.... — какие-тоизутверждений,
принятых парламентом раньше. Вэтом

случае противоречивость парламента
может «захватывать» н отдельных его

представителей. Такова логическая

природа противоречивости даже до-

достаточно честных депутатов (случаи
заведомой нечестности мы не рассмат-

рассматриваем).
Приведенные возражения состояли

в том, что необходимоучитыватьболее

сложноеповедениедепутатов, чембыло

нами принято. Но вот вопрос: как

связаны между собой поведение одно-

одного депутата и противоречивость самой

процедуры голосования? Как упоми-
упоминалось, если уж прн идеальном делу
тате голосование оказывается проти-

противоречивым, то в парламенте, состоя-

состоящем из реальных депутатов, эти про-

противоречия толькоусилятся.
Взаключение приведем такое возра-

возражение. В наших рассуждениях мы

неявно предполагали, что парламент
может принимать (или отвергать) од-

одним голосованием набор предложе-
предложений любого объема. На практике, од-

нако, этот объем всегда ограничен.
Скажем, врядли кому-нибудь придет
в голову поставить на голосование

предложение, превосходящее по раз-

размерам «Войну и Мир». А тогда не

можетли случиться, что предложение

-i( Ay &А3 &...&Д,), с помощью кото-

которого мы получали противоречие в до-

доказательстве теоремы, просто слиш-

слишком велико, чтобы быть рассмотрен-
рассмотренным парламентом?
Это простое возражение является

серьезным. Что делали бы все парла-

парламентские хитрецы, если бы их лишили

возможности выражать свои мысли в

длинных н запутанных фразах? По

счастью,для нашейтеоремы (но недля

общества), реальный противоречивый
парламент «запутывается» достаточно

быстро. А как показываетупражнение
12. запутать парламентвсегда можно в

три вопроса (при этом одлине предло-
предложений, которые ставятся на голосова-

голосование, речь не идет). Если же парламент

запутываетсянаутверждениях, дли-
длина которых ограничена только здра-
здравым смыслом, тоего практически мож-

можно считать непротиворечивым.
Конечно, список рассмотренных

возражений далеко не полон (полный

список, по-видимому, счетен). Читате-
Читателю предоставляется возможность са-

самостоятельно продолжитьувлекатель-

увлекательную игру, состоящую в выдвижении н

снятии возражений В ходетакой игры

всегда рождаются новые идеи.

Чтожемыможем вынести изобсуж-
обсуждения? Если сначала мы думали об

идеализации депутатов, тотеперь мы

проверяли удачность наших предпо-
предпосылок. Подумайте и вы, всели важные

черты парламентской системы нам

удалось смоделировать, и как изме-

изменятся результаты, если принять ваши

гипотезы.
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Словарик
Здесь содержится разъяснение ряда мате-

математических н логических терминов, ис-

использованных в статье. Однако словарях
не предназначен для изучения соответству-
соответствующих понятий, а толькодля наломинания

их смысла подготовленному читателю.
Логикаматематическая — областьмате-

математики, посвященная изучению математи-
математических доказательств. В ней исследуются
свойства логических операций и формаль-
формальных языков. Бурное развитиематематичес-
математической логики пришлось на начало XX века.

Тогда появилась надежда на полную «фор-
«формализацию» н «аксиоматизацию» матема-

математики. Но эта надежда ие оправдалась:
К.Гсдель доказал, чтодажеарифметика ие

может быть сведена к конечной системе

ак ном.



ЛОГИКА И ПАРЛАМЕНТ и

Логически*операции
— набор операций,

применяющихся к предложениям, которые

нотутбыть ыстнннымннлнложными Нап-

Например предложение «Все люди братья»
годится а предложение «Шагом марш!»
нет. Обычнонслольэуютчетырелогические

операции (которые, кстати, не независи-

независимы): это «и», «или», «не» и «следователь-

«следовательно» (обозначения" &, V, —>, =>). Пусть
А, В некоторые предложения. Предложе-
Предложение А&В истинно только при услоони, что
истинны оба предложенияА* В. Напротив,
предложение/ v Сложно,толькоесшоба

предложения А, В ложны. Операция -i

меилет истинность на ложь и наоборот.
Наконец, предложение^ =*Дложно толь-

только еслиА истинно, аВложно. Это несколь-

несколько расходится с житейскими представлени-

представлениями о том, что значит «следовательно».

Так, если предложение^ ложно, то, с точки

эрсикл математической логики, из него

следует все, что угодно: как истина, так н

ложь.

Операции ыад множествами. С мно-

множествами, как и с предложениями, можно

проводить ряд операций. Операции объ-
едниенкя и пересечения (обозначения: Ui
П)аналогнчнылогическим операциям «и»,

«или». Мы будем использовать операцию

включения, аналогичную логической опе-

операции следствия. Именно, множество В

включено в множество А (запись: В С А
нли^ОД), если всеэлементы Всодержатся

вА Вэтом случаеговорят также что Десть

подмножество множества/

Вопросы для размышления. Чему ана-

аналогично В с А В т А илиА =» В? И как

проинтерпретировать на языке множеств

то, что «кз лжи следует все. что угодно»?

Отношение эквивалентности. Пусть
есть некоторое множество (конечное нлн

бесконечное), состоящее из элементов а, Ъ,
с... Отношение эквивалентности на мно-

множестве — этотакое отношением ~о между

егоэлементами для которого выполняются

три свойства:

1) рефлексивность:а -~л;

2) симметричность:еслиа-Ь, тоЬ—л;
3) транзитивность:если а -Ь и Ь - с, то

в -с.

Здесь а, Ь, произвольные элементы

нашего множества.

Основное свойство отношения эквива-

эквивалентности состоит в том, что оно разбивает
множество на непересекающиеся классы

элементов, эквивалентных между собой

(это несложнодоказать самостоятельно).
Счетное множество — это множество,

которое можно «пересчитать», т.е. каждо-

каждому элементу приписать номер. Счетными

являются, например, множества четных,

целых к даже рациональных чисел Можно

показать, что счетное множество является

наименьшим нз бесконечных множеств, т.е.

любое его подмножество нлн конечно, или

ИНФОРМАЦИЯ

счетно- Существуют и множества большей

мощности, например множества всех точек

на прямой или плоскости. Не более чем

счетное множество — это конечное кля

счетное множество. (Конечное множество
можно «пересчитать» каким ннбудь началь-
начальным отрезком ряда натуральных чисел.)

Теория — множествоутверждений фор-
формального языка, которое вместе с любым

набором предложений содержит и все его

логические следствия.

Противоречивая теория — теория, кото-

которая одновременно с некоторым утвержде-
утверждением Л содержит и утверждение —чА. Мож-

Можно показать, что вэтом случае онасодержит
вообщелюбое утверждение.
Полная теория

—

теория, котораясодер-
содержит по крайней мере одно из утверждений
А или —*А для любого А. В частности.

любая противоречивая теорияявляется пол-

полной. Конечно гораздоболее интересны пол

ные непротиворечивые теории, «дающие

однозначный ответ на любой вопрос». Од-

Одной из основных задач математической ло-

логики является выяснение вопроса о полноте

и непротиворечивости тех нлн иных матема-

математических теорий. Ужеупоминавшаясявыше

теорема Гёдсля о неполноте арифметики
была первым шагом и настоящим открыт*

ем на этом пути. В отлнчке от арифметики,
элементарная геометрия является полной,

причем она непротиворечива, если непроти-

непротиворечива арифметика.

ОСЕННЯЯ АСТРОНОМИЧЕ КАЯ
ШКОЛА В САО

С15по24иоябряпрошлогогодавСЛО — Спе-
Спешильвояастрофизическойобсерватории Рос-
Российской академии наук — проходила осенняя

шхоладоятюбедителей I Российскойолимпка

ды школьников по астрономии и космической

физике. (Обэтойолимпиаде прошедшейвмае

•Ярославле, можнопрочитать в «Ksairrc» •** 6
за 1994 год.) Школа была организована САО
н Координационнымсоветомастроюннческой
олимпиадылрмфимансовонсолсйсткниФона»
Сороса.
В научный поселок Нижний Архыз в Кара-

часро-Черкесски, гдерасположена САО, прн
ехали 22 школьника из различных уголков
России. К сожалению, нелетная ноябрьская
погода не позволила прибить на школу всем

приглашенным.

Программашкатыбьюочснднэсыщпсной -
она включала в себя и лекции. н практические

занятия,иознакомительныеэкскурсии. Школь-

Школьники посетили радиотелескоп PATAH-6G0,
крупнейший в Евразии оптическим телескоп

БТЛ,иссколько«малс»1Ьких*(посрав11снкюс
БТА)телескопов - ZeUs-600 Zeiu-ЮООндр
Шэтах «маленьких» телескопахдляучастии
ко»школыпочти накаждый вечербыли запла

нировалы наблюдения, однако н здесь вмеша
ласыюгода -

кэсемивечеровлкшьодннока
залсябезоблачным.

ЗавосемьросдоюднейшкалыучемыеСАО.
Москвы. Подмооггвья и Нижнего Новгорода

прочитали 14 лекций по самым современным

проблемам астрономии и астрофизики:
— Ранняявселенная ирадиоастрономия

— Радиоспектроскопияигалактика

— Радиотелескопыи методы наблюдений

— Исслсдовалнеостаткоасвсрхиовых.

— Спектроскопияярчайшихлвеад.
— Активныеядрагалактик.

— Релятнгастскаяастрофизика
— Солнечнаясистема

— Spccle-шгтсрфсромстрня
— Эволюциянаучныхтеорий.
— ПроблемаETI

— Двойныезвезды

— ФотоыстриязвсздвближаДшнхгалактиках

— Со&ремемныеметздыпагяриэационкыхис-

исследований в астрофизике.
Каждый день проводились практические

замятия, i *кот рихможнобилопозиакомнть-
сяссамымнсовременнымиметодами регистра-
регистрации н обработкиданных. В частности — с при-

меяенмем комлыотероввастрономии. снелоль-

эовалисм ЗС матриц (такое сокращение ис-

используетсядля полуиршюдниховых приборов
сзарядовой связью) исовремеяшыхелеетромст-
ро« для регистрации оптических сигналов от

коемнческнхобъектоа Школьники поработа-
поработали и с Паломарским атласом — самым подроб-
подробным в настоящее время звездным атласом.

Ддя участников школы была организована

экскурсия к древним христианским храмам,

расположеннымждолекоотнаучногопоселка

Более тысячи лет назад в этих местах обитали

алалы — предстаситслкиародовнранскойязы-
языковой группы, живших втоврсмяв Причсрко-
корье Они одни нз первых на территории со-

современной Россиипринялихристианство

Насыщенной была н программа для взрос-

взрослых . В рамкахшколисостоялиськак многочис-

многочислен 4е официальныевстречи членоворгко*
митетаолии налыи итузнастовпреподавашы

«тронунни. гак и несколькоофицнальиыхсо-

совещаний

На РАТАН-600 прошла конференция по

проблемам препаинания астрононни. Были

обсужденыпроблемыкакобшего(шка1ьного).
тахндо1кхпшаслм10гообразоаанкя. Едииодуш -

ним было мнение отом, что преподавание ос ¦

новных разделовастрономии нужноперенести

евыпускногоклассанасредикмоступеньобщг-

гоображнш1ияE-9классы),австаршихклас-
сахостаекть 1ишьиаиба%сеслож11ыеразделы.

требующие знаний по физике и соответствую

щегоматсматичесхогоитарата. Хорошухижем
ку. в этой связи, получил учебник Е.П.Леви

тана, который ковсеобшемуудивлениюпрод>-
вался на воскресном рынке<!) вблизл«жащей
станицеЗеленчуксхой.

Другоесо«е1цаниебьиопосвященопрогра> •

S р
линчереэастрономию. (STAR

- ScarcfaThrough
Astronomical Roots,дословно — изучениечеред
астрономкчесхиекорни.) Программаэтапояви-
появилась вСШАоколо пяти лет назад как принц»

-

иально новый подход«системеобразовании.
Но кахоказалось, многиеучктеляв Россииуже

давконстх^ьзуютпохожисметодики Ьолсе

го, попутновсломннлн,чтометодикиэтнеущее
-

твовалнещевДревнем Егнлте. Темнемснес,про-
программа 4STA ft» наобиоснациоиальномуровне
прнштлншьвСША гдезапоследниетри года
дала поразительно хорошиерезул таты

По коича ни школыкаждому««участник
бичвручеиспециальныисертмфнкатСАО. Н t

коиечло неэто главное. Большинствошколь-

ииховв1кервыелозлахомнлисьсссн1р<!М«ниымн

телескопами н настоящими исследованиями

ученых. На вопрос анкеты о том, что им боль

ше всегодала прошедшая школа, многиеотшу-

отшутили. что это знакомство с тем. как работают
астрономы профессионалы



Ехали медведи на велосипеде
А.ГРОСБЕРГ

ту ж- ИМУВШИМ летом мы с дочкой

|\/1 частокатались на велосипедах

X -L изаметили воткакойлюбопыт-
любопытный факт: на спусках, где мы оба не

крутили педали, мой велосипед раз-

разгонялся заметно сильнее и я дочку

обгонял. Конечно» я гораздо тяже-

тяжелее — я вообщечеловек, мягко говоря,
не худой, ктомуже ивелосипеду меня
тяжелый, адочка маленькая н худень-
худенькая, велосипеду неелегкий

—

и, следо-

следовательно,.. Но позвольте, почти 400

лет назад Галилей установил закон,

что время свободного падения отмас-

массы тела не зависит н, если бы он

сбросил нас с дочкой с Пнзанской

башнн, мы бы, по-видимому, упали
одновременно — особенно, если бы не

былосопротивления воздуха. (Кстати

говоря, в одном очень старом учебнике
физики параграф про свободное паде-
падение начинался так: « Когда вы будете
в театре» поднимитесь в антракте на

балкон и поставьтетакой опыт. Брось-
Бросьте сначала вниз программку. Она бу-
будет медленно опускаться, кружа в воз-

воздухе. Л теперь бросьте бинокль...»)
Если мы при спускетеряем высоту Л,
то потенциальная энергия Mgh пре-

превращается в кинетическую Mvl/2:

Mgh A)

Масса сокращается, и не важно, чья

масса М — моя нлн дочкина, у нас

обоих в конце спуска должна быть

одинаковая скорость

Я подумал сначала, чтодавно не сма-
смазывал дочкин велосипед, и она не

набирает достаточной скорости из-за

большого трения в подшипниках. Я

взял ее велосипед и очень тщательно

отрегулировал н смазал все подшип-

подшипники. Разрыв вскорости спуска между
нами может быть н уменьшился, но

совсем несущественно. Моя родитель-
родительская совестьбылатем самым немнож-
немножко успокоена, но совесть физика —

наоборот, растревожена: в чем же

причина эффекта?
Ах да, есть же еще трение колес о

дорогу. Это, конечно, трение качения»
а меня, помнится» еще в школьные

годы удивляло, чтодля силы трения
качения нет в учебнике «формулы*. Я
и теперь, честно говоря, не знаю про-
простого способа эту силу оценить. Но я

знаю практически, что она зависитот

степени «надутости» шин, т.е. оглав-

оглавления воздуха в камерах. И я накачал

колесадочкиного велосипеда изо всех

сил, а свои даже отчасти сдул
— и на

ближайшемжеспуске все равнодочку
обогнал! Меньше, чем раньше — но

все же...

Тутуже совесть физика заговорила
в полный голос, и вопросом пришлось
заняться вплотную. Понаблюдав бо-

более -внимательно, я обнаружил, что

процесс «обгоняния» состоит на са-
самом деле из двух стадий. Во-первых,
если мы сдочкой начинаем спуск вмес-

вместе и практически без начального раз-

разгона, я быстрее набираю скорость,
т.е., говоря чутьболее научно, у меня

поначалу больше ускорение Во-вто-

Во-вторых, уже разогнавшись так, что свис-

свистит в ушах, я еду сбольшей скоростью,
так что расстояние между нами про-

должаетрастн. Чтобы это проверить,
я просто задержался на вершине хол-

холма, начав спуск позже дочки, и обог-

обогнал ее, так что разница скоростей
стала очевидной (т.е. видной очами).
Итак, двестадии — до евнета в ушах и

во время свиста.

Кстати, о свисте в ушах. Почему,
собственно, я не подумал о сопротив-
сопротивлении воздуха (см. про «программку
н бинокль»)? Подумать-тоя подумал,
но сначала отбросил эту мысль, так

как сила сопротивления должна быть
явно больше для большего тела. Я

знал, что сила лобового сопротивле-
сопротивления пропорциональна площади попе-

поперечного сечения тела, т.е. мне она

должна, казалось бы, мешатьбольше,
чем дочке. Но потом вспомнил, что

тяжелые каплн дождя падают быст-

рее, чем легкие, и понял своюошибку.
Обсуднм, как же падают каплн до-

дождя. Вначале, пока скорость мала,

сила сопротивления воздуха мала и

ускорение каплн близко к ускорению
свободного падения д. Затем скорость
постепенно растет, сила сопротивле-
сопротивления увеличивается, компенсируя все

большую частьсилы тяжести н умень-

шаятемсамым ускорение, и т.д. вплоть

додостижения стационарного режима

с нулевым ускорением и постоянной

скоростью. Стационарная скорость
падения устанавливается такой, что

сила сопротивлениявоздуха при этой

скорости равна втонкости силетяжес-

тяжести. И все знают, что в итоге именно

большие каплн падаютбыстрее
— ко-

конечно, потому, что масса тела н сила

тяжести пропорциональны его объ-

объему, т.е. J? , а силатрения
— меньшей

степени Н. На каплю, кроме силы

лобовогосопротивления, действуетеще
сила вязкого трения, величина кото-

которой пропорциональна радиусу капли
Однакоэтасилаиграетзаметнуюроль
только при очень малых скоростях
илидля оченьмаленьких капель (см.,

например, статью Л.Митрофанова
«Полеты в струе и наяву* в «Кванте*

No 9 за 1991 г. - Лрим.ред.). При не

очень малых скоростях возникнове-

возникновение сопротивления (его называютло-
лобовым) связано с тем, что воздух не

успевает затекать за спнну велосипе-

велосипедиста (нлн другого тела) н создает

спереди избыточное давление. Этот

эффект хорошо чувствуется, когда на

вас налетает струя воздуха. Сила со-

сопротивления оказывается пропорцио-
пропорциональной площади поперечного сече-

сечения 5 и квадрату скорости v.

B)

где к — некоторыйчисленный коэффи-
коэффициент порядка единицы, р

— плот-

плотность воздуха.

Формулу B) можно вывести следу-
следующим образом. Будем искать силу,

действующую на воздух со стороны
велосипедиста, — она, конечно, равна

F . За малое время Д* импульс силы

Fc&t равен изменению импульса воз-

воздуха. На единицу объема эта величи-

величина равна ри, аобгем воздуха, вовле-

вовлекаемого в движение за время Д?,

определяется цилиндром длиной vM

н площадью основания порядка S.

В итоге получается

F€At
- (pv)(uAt)kS

т.е. как раз формула B).
Восстановив все это в памяти, я

решил оценитьскоростьустановивше-
установившегося движения велосипедиста, когда
сила тяжести компенсируется сопро-
сопротивлением воздуха. Сделать это, ко-

4Кыжт>43
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нечно проще простого: еслимы спус-

спускаемся по горке с углом наклона а

проекциясилытяжести вдольгорки (и
следовательно, вдоль вектора скорос-

скорости) равна Mgslna Приравнивая ее

силе лобовогосопротивления B), по-

получаем

Разгоняемся ли мыдо такой скорости
при реальном спуске? Это вопрос чи-

чисел. Я оценил нх так. Моя масса 80 кг

плюс массавелосипеда20кг — получа-
получается около 100 кг. В качестве 5" естес-

естественно ваять половинуроста, умножен-

умноженную на ширину плеч, т.е. для меня

0,9-016 = 054 м3. Так как д
= 10 м/с2»

плотность воздуха р* 13 кг/м3, то

получается vr »136^знш км/ч (если

принять к -1). Например, если горка

такова, что на длине 100 метров мы

теряем5 метров высоты, то sin a - 0,05
и Vy -30 км/ч.
Правилен ли этот ответ? У меня на

велосипедедавно уже имеется спидо-

спидометр (страсть к измерительным при-

приборам и к измерению всего подряд,
видимо, профессиональная чертафи-
физиков), и я знаю 4на ощупь», что

сопротивление' воздуха становится

существенным при скорости не 20 и не

30, а, скорее, 35
— 40км/ч. Нодолжно

бытьпонятно, чтомояоценканеможет

претендовать на точность. И если я

получил 30 км/ч, а правильнее было

бы, скажем, 40 км/ч, то это не неуда-
неудача, а безусловный успех. Во-первых, я
очень грубо оценил площадь S. Во-

вторых, я женичего незнаюокоэффи-
коэффициенте к — аон, очевидно, зависитот

формы тела. Недаром при проектиро-
проектировании нового автомобиля его макет

продуваютв аэродинамической трубе
—

видимо, ищуттакуюформу, чтобы к

было поменьше. А готовую машину

покрываютвысококачественной крас-
краской — тожедляуменьшения к. Вполне

можно вообразить, что .для меня на

моем велосипеде к равно, допустим,
0,5 — тогдабыяполучил42км/ч.Так
что моя оценка, видимо, более или

менее разумна.

Возвращаясь к тому, как я обгонял

дочку, нужновзятьотношениескорос-
скоростей vy для двух тел {к будем считать

одинаковыми):

КВАНТ - 199?/>*Э

М2= 30 кг и S2=0>7 0l4»O28m3
Получилось vyl/vy2 ш t3 — если мы

ужеразогналисьдоскоростей порядка
vt и спуск продолжается, то на каж-

каждых следующих ста метрах пути я,
согласно оценке, обгоняюдочку мет-

метров на30. Это примерносоответствует
действительности.

Итак, часть загадки, похоже, разре-

разрешилась: когда скорость ужедостаточ
но велика, то все дело, видимо, в

воздухе. Недаром он напоминает о

себе свистом в ушах. Можно качес-

качественно объяснить эффекттак: у моей

дочки, т.е. вообще у меньшего тела,

все меньше — и сила тяжести, н пло-

площадь, определяющая сопротивление

воздуха. Но площадь уменьшена не
так значительно, как объем, поэтому

роль воздушного сопротивления для
маленького телабольше.

Все? Задача решена? Увы — я бы

дажесказал, что вопрос сталещетаин-

таинственнее. Ведь был же еще первый
этап — до свиста в yiuaxl И теперь-то
ужточно ясно, чтосопротивление воз-
воздуха к эффекту начального разгона

отношения не имеет.

Чтожеещеможетбытьнеправильно

в простой формуле закона сохране-

сохранения энергии

жение точек системы относительно

центра масс (т.е. в системе отсчета,

связанной с центром масс). Получаем

Для меня, как уже говорилось, М, =

-100 кг и 5[*0^54м2, ддя дочки

согласно которой скорость спуска не
зависитотмассы? Мнепришла в голо-

голову вот какая идея. Что значит Mt^/2?

Почему я так записал кинетическую
энергию? Ведь не вся система «чело-

«человек + велосипед» просто движется

поступательноседннойскоростью^ -

колеса ведь вращаются, так что раз-

разные части колес движутся с разными

скоростями: нижняя точка колеса не-

неподвижна, верхняя мчится со ско-

скоростью 2t> есть точки со скоростями,

направленными вверх и вниз, и т.д.

По-видимому, какая-то частьэнергии

уходит на раскручивание колес. Ка-

Какую это играет роль?
Оказывается, дляответа на этот во-

вопрос надо использовать одну теорему

механики, доказать которую непро-

непросто, но понять еесмысл довольно лег-

легко. Теорема эта утверждает, что пол-

полную кинетическую энергию системы

движущихся точек можно разбить на

две части. Одна часть соответствует
движению всей системы как целого:

окаравна тг%/2,гдет — полнаямасса

системы, a vu
—

скорость ее центра
масс. Вторая же часть учитываетдви-

двиВ случае колесаотносительноедвиже-
движение соответствуетчистому вращению
колеса относительносвоей ос*. Проще
всего найти Evm если пренебречь
массой спиц и считать, что вся масса

колесасосредоточена наободе. Тогда

скорость каждой точки колеса равна
V в шЯ а так как скорость нижней

точки колеса относительно земли до-
должнабыть равна нулю (колесо катит-
катится без проскальзывания!) то Vдолж-

должна быть равна скорости велосипеда и.

Получаем

C)

Если же учесть массу спиц, то часть

точек будет иметь меньшуюскорость,
и Ет можно записать в виде

C')

где коэффициент а < 1 зависитот рас-
распределения масс. Кто знаком с момен-

моментом инерции, знает, что энергия вра-
вращающегося тела равна /о3/2. Если

момент инерции колеса записать в

виде / = am^R* иучесть, что о = V/R,
то получим ту же формулу О').
Итак, полная кинетическая энергия

должнаучитывать нетолько энергию

поступательногодвижения Mv2f2 > где

М — масса велосипедиста с велосипе-

велосипедом (включая колеса!), но н энергии
вращения колес. Закон сохранения
энергии в этом случае приобретаетвид

(вместоформулы (О)

где ц
— полная масса переднего и

заднего колес (без спиц, какмыдого-

договорились). Выразим отсюдаскорость

велосипедиста:

Таким образом, реальная скорость

несколькоменьше v$
= <j2gh — конеч-

конечно, из-за того, что часть энергии ухо-
уходит на раскручивание колес. Если
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имеются два велосипедиста, то отно-

отношение юс скоростей равно

Найдятакуюформулу, можносделать
оценки, чтобы понять, разумно лн

предполагаемоеобъяснение эффекта
Уже говорилось, что М -100 кг и

М2 «30 кг. Колеса наших велосипе-

велосипедов ради такого случая мне пришлось
отвинтить и взвесить, онн оказались

неожиданно близкими по массе:

Hj
. p2 ш 5 кг (это, конечно, для каж-

каждого велосипеда два колеса вместе).
Арифметика дает нам в итоге

*Ъ  06т е мояскорость в начале

спускадействительнопримерно на 6%

больше дочкиной (в одной и той же

точке склона). Если допустить, как и

раньше, что на каждых ста метрах

спуска мы теряли 5 метров высоты, и

напервой сотне пренебречь сопротив-
сопротивлением воздуха, то, решив простень-
простенькую задачку по кинематике, можно

получить, что на этих первых ста мет-

метрах я должен был бы дочку обогнать

примерно на 8 метров.

Этот ответ по порядку величины

соответствует тому, что я наблюдал в

реальной жизни. Хотя я не нашел

способаподручнымисредствами наме-

намерять расстояние по ходуспуска, но на

лазмнекажется, что расстояниебыл

скорее больше восьми метров, чем

меньше. Отсюда я сделал вывод, что

моя теория, видимо, имеетотношение

к делу, однако не исчерпывает про-
проблемы (это, между прочим, обычная

история и в настоящей научной жиз-
жизни). Можетбыть, сопротивление воз-

воздуха, становящееся все более важным
к концу первой стометровки, играет
свою роль. Я даже написал полное

дифференциальное уравнение дви-
движения велосипедасучетом обоихфак-
факторов — как вращения колес, так и

сопротивления воздуха. Решил его и

нашел формулу для смещения как

функции времени, и построил гра-

график этой зависимости на компьютере
длятех значений параметров, о кото-

которых шла речь выше. Но, как обычно,
когда пытаешься применить мощную

технику, вроде дифференциальных
уравнений и компьютера, нужноочень
серьезно подумать, зачем ойа на са-

самом деле нужна и чтоделать с резуль-

результатами. Как мне мои графики срав-
сравнить с реальностью? И потом — если

даже все правильно, то что за ра-

радость? Интерес ведь в том, чтобы
понять эффект физически, интуитив-
интуитивно — атомный расчет по точной теоре-
теоретической формуле в конце концов

просто воспроизводит реальность, а

не объясняет ее. Поэтому я собираюсь
пойти другим путем и будущим летом
поставить очередные эксперименты:

привязать что-нибудь тяжелое к обо-

дам колес своего велосипеда, увели-
увеличив \iJMi, атакже раскормитьдочку
(или, на худой конец, погрузить что-

нибудьтяжелое на багажник ее вело-

велосипеда), уменьшив Нз/ОД -

А может быть, все гораздо проще, и

моядочка-трусишка жметпотихоньку
на тормоз?
Подведем итоги. Все у нас было, как

в настоящей науке. Начали с наблю-

наблюдения — заметили факт. Поставили
простые опыты. Потом пришел черед

теории. Теперь
— новые опыты пос-

посложнее. Обратите внимание, что в

процессе работы многое прояснилось:
и втом, что касается сопротивления

воздуха, и в части кинетической энер-

энергии внутренних движений. И эффект
перестал бытьабсолютнозагадочным,

и попутно мы многое узнали н поня-

поняли. Но все же полная незамутненная
истина от нас, пожалуй, ускользну-
ускользнула, как жар-птнца. Чего-то мы еще не

понимаем — и это тоже как в настоя-

настоящей науке!
В заключение позвольтенапомнить,

что великий Ннльс Бор гордился сво-
своим умениемсамостоятельно разобрать
и, главное, после этого собрать зад-

заднюю втулку велосипеда А вообще-то,
велосипед — это целый кладезь чуд-

чудных вопросов по физике. Например,
когдалучше надуватьшины

—

утром
или вечером? Или почему вообще
двухколесный велосипедустойчив и

не падает? Или какую работу совер-
совершает велосипедист, и какую роль иг-

играет кинетическая энергия его ног?

О каждом вопросе можно написать

статью, нолучше
— подумайтесами.

Победители конкурса «Задачник «Кванта» 1994 года

I MЕСТО заняли

поматематика:

СавинАлександр (Самара Ун-т Наяновой, 11 кл )

по физике:

Гуляев Леонид (Н.Новгород, с ш 82,9 кл )

II МЕСТОзаняли

по математике:

Ериюб Михаил (Троицк Московской обл., с.ш. 5,11 кл )

по физике:

БолтасеваАлександра (Каваш, с.ш. 10, 11 кл.).

Кроме того, в число победителей вошли

по математике

Баранов Сергей {Ижевск школа-гимназия 56,10 кл.).

ГолубееАлександр (Челябинск ФМШ31, И кл.),

КаримовДмитрий (Екатеринбург, СУНЦУрГУ 11 кл.).

КолотоеГригорий (Ижевск, шкода гимназия56 10кл.),
Поздняков Илья (Череповец, с.ш. 11,10 кл.),
Филимонова Ирина (Москва, с.ш. 2,11 кл.),
Чулков Сергей (Москва, с.ш. 5,8 кл.),
ШалгуновНикита (Екатеринбург, СУНЦ УрГУ, 11 кл.);

по физике:

БайталюкМихаил (Молдавия, Бельцы ФМЛ
им. Н В Гоголя, 11 кл.),

Банахов Вячеслав (Дубна, с.ш. 6.11 кл.),

Гумеюок Игорь (Кузнеиовск, с.ш. 1,10 кл.),

Муишк Вадим (Кузнецове* с.ш. 1,11 кл,),

Сарайхин Кирилл (п Протвино Московской обл.,

Протвикский городской лицей 11 кл.),

Смирнов Дмитрий (Кузнецове*, с ш 1, И кл.),

ФурсовДмитрий (Екатеринбург СУНЦУрГУ, 11 кл.),

Ширяев Иван (Куэнецовск, с.ш. 1,11 кл.).

Всепобедителиконкурсана/рахдаютсядипломами
и призами.
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Задачи по математике

и физике
Этотраздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала.
Публикуемые в нем задачи нестандартны, но для ихрешения не требуется
знаний, выходящих за рамки школьной программы. Наиболее трудные задачи
отмечаютсязвездочкой. После формулировкизадачимыобычноуказываем, кто

нам ее предложил. Разумеется, не все эти задачи публикуются впервые.
Решения задач из этого номера следует отправлять не позднее 1 сен-

сентября 1995 года по адресу: 10300С Москва, К-6, ул. 1-я Тверская-Ямская, 2/11
«Квант». Решения задач изразныхномеровжурнала илипоразнымпредметам
(математике и физике) присылайте вразных конвертах. На конверте в графе
«Кому» напишите: «Задачник «Кванта» № 3 — 95» и номера задач, решения ко-

которых Выпосылаете, например «М1491» или «Ф1498». В графе «... адрес отпра-
отправителя» фамилию и имяпросимписать разборчиво. Вписьмо вложите конверт
с написанным на нем Вашим одресом и необходимый набор марок (в этом кон-

конверте Выполучитерезультатыпроверкирешений).
Условиякаждой оригинальнойзадачи, предлагаемойдляпубликации,

присылайте в отдельном конверте в двух экземплярах вместе с Вашим

решением этой задачи (на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая

задача по физике» или «Задачник «Кванта», новая задача по математике»).
В начале каждого письма просимуказывать номер школы икласс,

в котором Вы учитесь.
Задачи по математике в этом номере трудные. Многие из них пред-

предлагались наразличныхолимпиадах. Мыготовырассмотретьрешения этихза-

задач, присланные и позжеуказанноговыше срока.

Задачи М1491 —М1500.Ф1498 —Ф1507

М1491 \ а) Существуютли различные 1995_значиые
числа а н b такие, что 3990- начное число ab делится

на Ьа7

б) Для каких л существуют такие пары л эиачных чисел?
П. Филееич

М 1492е. ПустьАН, ВК, CL — высоты треугольника

ABC,M —

произвольнаяточка плоскости. Докажите,
что описанные окружности треугольниковАМНt ВМК,
CML пересекаются еще в одной общей точке, кромеМ

А.Маркелов

M1493V Обозначим через s(n) сумму 1 + 22 + ...
+ я\

Докажите, что при любом л >3 верны неравенства

ннкABCD — описанный тогда и толькотогда когдадля

радиусов окружностей rltr2,r3,r4l вписанных в треу
голъннкнЛО/?, БОС, COD, DOA, выполнено равенство

И Ваинштеин

М1496*. Рассмотрим уравнения вида

в) )/n">\fs(n) + l/s(n+\) + )fs{n + 2)+....
А.Грибалко

М1494. Даны четыре одинаковых картонных неравно-
бедренных прямоугольных треугольника. Разрешается
любой треугольник разрезать по высоте, опущенной на

гипоте!гузу. Можно ли, повторяя эту операцию, добить-
добиться того, чтобы все полученные треугольники были раз-
разного размера?

А.Шаповалов

М1495*. Диагонали выпуклого четырехугольникаADCD

пересекаются в точке О. Докажите, что четырехуголь-

где п и k — натуральные числа и переменные xlt..., хя

тоже принимают натуральные значения.

а) Докажите,что при любом к существуетбесконечно

много значений л, при каждом из которых уравнение
имеет хотя бы одно решение.

б) Найдитенаименьшее л, большее Д, при котором урав-
уравнение имеет решение (при к > 3).
в) Пустьл - 3. Докажите, что уравнение имеет решения
лишь при fe * I Hfe-3.

г) Пустьк * 2. Докажите, что при л = 4,5 решений нет, а

при л ¦ 7 — есть.

д) Пустьк ш 3. Докажите, что при л = 4 решений нет, а

при л
= б — есть.

е) Пустьл > 2. Фиксируем k Верно ли, что если уравне-
уравнение имеет решение, то решений бесконечно много?

А Скопенков, В.СенЬеров

М1497*. Докажите, что иа торнческой доске 15x15 кле-

клеток нельзя расставить 15 ферзей, не бьющих другдруга.
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Другими словами, не существует 15 пар целых чисел от

1 до 15 таких, что различны: первые числа в парах, вто-

вторые числа в парах, остатки отделения на 15 сумм чисел

в парах н остатки отделения на 15 разностей чисел в

парах.
Л.Толпыго

М1498*. Решите при каждом л > 1 систему уравнений

Б. Кукушкин

М1499*. Докажите, что число 2 можно представить в

виде суммы трех четвертых степеней рациональных чи-

чисел бесконечным числом способов.

Л/. Ахвердиев

М1500". Докажите, что в любой компании нз 50 человек

обязательно найдутся двое, имеющие среди остальных

членов компании четное число (быть может, 0) общих
знпкомых.

С. Токарев

Ф1498. Маленькое тело массой m движется не отрыва-
отрываясь по внутренней гладкой поверхности вертикального
цилиндра радиусом R. Начальная скорость тела состав-

составляет угол а с вертикалью. Известно, что наивысшая
точка траектории тела находится точно нал начальной.

Чему равна сила, с которой тело давит на поверхность
цилиндра в высшей точке траектории?

Э.Прут

Ф1499. Грузы, массы которых Мит, соединили легкой

пружинкой. Систему положили на гладкий горизонталь-
горизонтальный стол, пружинку немного сжалн, н с двух сторон

поставили упоры, недающие грузам разъезжаться

(рис.1). Уберем один из упоров
— со стороны груза М.

Рис.1

Система начнет двигаться. Во сколько раз изменится

скорость движения, если убрать не этот упор, а другой?
Как относятся максимальные удлинения пружинки в

этих двух случаях?
М. Учителе»

Ф1500. Легкий блок подвешен к потолку иа пружине

жесткостью А,, через блок переброшена нить. Один нз

концов ннти прикреплен к полу при помощи пружины
жесткостью k^, к другому концу прикреплен груз массой
т. Система находится в равновесии, нити вертикальны.
Сместим немного груз по вертикали н отпустим его. Ка-

Каким будет период вертикальных колебаний груза?
Р.Александров

Ф1501. В вертикальном цилиндрическом сосуде объе-

объемом V под легким подвижным поршнем содержится не-

некоторое количество гелия при температуре 7^ (рис. 2).
Наружное атмосферное давление равно р^ поршень на-

находится в равновесии н делит сосуд пополам. Газ мед-

медленно нагревают, увеличивая его температуру до ЗТ

Рис2
Гелий

Сверху сделан упор, который недает поршню выско-

выскочить нз сосуда. Какое количество теплоты получит газ

прн нагревании?
А,3ильберман

Ф1502. Сдвумя молями кислорода совершают цикли-
циклический процесс. Сначала газ нагревают на 0,1 К, сооб-
сообщив ему прн этом количество теплоты Q = 1000 Дж,
потом дают возможность охладиться на 100 К без тепла

обмена с окружающей средой, затем газ сжимают, совер

шнв над ним работу А = 700 Дж, газ прн этом нагрева-

нагревается на 0,1 К, н, наконец, сжимают до начального

объема V = 100 л без теплообмена с окружающей сре-
средой. Все процессы проводят медленно. Найдите началь-

начальную температуру и начальное давление газа.

Ф1503. В лаборатории работает крностат — установка
для поддержания в рабочей камере очень низкой темпе-
температуры. В описываемом случае эта температура состав-

составляет всего 3-10™6 К, и установка при работе потребляет
от электросети мощность 10 кВт. Мощность установки
можно еще увеличить на 10%. Теоретики, толпой обсту-
обступившие установку, начинают громко спорить о том, яв-

является ли эта установка идеальной тепловой машиной

(работающей по обращенному циклу) нлн не является.

Прн этом уровень шума (мощность звуковых воли, па-

падающих на единицу площади поверхности) достигает ве-

величины V'lOOOO Вт/м2. Хватит ли запаса мощности ус-
установки, чтобы поддерживать и в этих условиях нужную

температуру в рабочей камере? Полная площадь наруж-
наружных стеноккрностатасоставляет0? м2. Считайте, что

практически вся энергия звуковых волн поглощается

прн падении на наружную поверхность криостата н рас-
рассеивается внутри холодной камеры.

В.Шухман

Ф1504 Несколько одинаковых лампочек включены пос-

последовательно. Прн подключении батарейки к одной из

них ток через лампочку составил 0,27 А. Когда эту бата

рейку подключили кдвум последовательно соединенным

лампам, ток стал 0,18 А, при трех лампочках получился

ток 0,14 А, при четырех — 0,12 А, при пяти — 0,1 А. Те-

Теперь две такие батарейки подключают к гирлянде лам-

лампочек — одну между точкамиЛ и 5 (рис. 3), другую

Рис.3

между точками Б и Г. Найдите ток каждой лампочки в

этом случае.

З.Рафаилов

5 Кынт .4 Э
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Ф1505. Полупроводниковый терморезнстор нагревают
протекающим через него постоянным по величине током.

Сопротивление терморезистора можно считать обратно
пропорциональным его абсолютной температуре:
R = А/Т. От начальной температуры 300 К до 310 К

терморезнстор нагрелся за 10 секунд. Через какое время
он нагреется до 350 К? Теплообменом с окружающей
средой пренебречь.

А.3ильбьрман

Ф1506. Из очень тонкой проволоки сделан виток в виде

квадрата, его индуктивность составляет 1 мГн. Вплот-

Вплотную к этому витку придвинули точно такой же по разме-

размерам сверхпроводящий виток, плоскость которого пер-

перпендикулярна плоскости первого витка н одна сторона

практически совпадет с одной из сторон первого витка

(получились соседние грани куба). Электрического кон-

контакта между витками нет. Измеренная в этих условиях
индуктивность первого витка составила 0,95 мГн. Те-

Теперь расположим витки иначе — сверхпроводящий виток

находится напротив основного (первого) витка, плоскос-

плоскости витков параллельныдругдругу (противоположные
грани куба). Расстояние между витками равно стороне
квадрата. Чему теперь будет равна индуктивность основ-

основного витка?

О.Шпырко

Ф1507. Тонкостенный кубический ахварнум объемом
V - 8 л заполнен до половины водой. Б воду насыпают

соль, в результате коэффициент преломления соленой

воды на дне аквариума составляет щ = 135 н убывает с

высотой Л по квадратичному закону: п - п$
- ah2t где

а ш 1 м .На боковую стенку аквариума падает парал-
параллельный световой пучок» перпендикулярный поверхнос-
поверхности. На каком расстоянии от аквариума нужно поставить

экран, чтобы получить на нем максимально яркую свето-

световую подоску?
А.Ольховец

Решения задач М1461 — М1470,
Ф1478—Ф1487

М1461. Профессор Тарантога в статье о сепулькахдал

п определений сепуления. Аспиранты профессора пос-

постепенно доказали, что все эти определения эквшален
тми между собой. Каждый из аспирантов защитил

диссертацию на тему <Сепуление в смысле i-to опреде-
определения является сепулением в смыслеj-zo определения*.
Какоемаксимальное количествоаспирантовмогло
бытьу Тарантоги, если диссертации защищались пос-

последовательно и основнойрезультат очередной диссер-
диссертации не следовал изранее защищенных?

Обозначим определения, данные Тарамтогон, через Si
(t -1 л)Будем утверждение «сепуленне в смысле

St является сепулением в смысле 5";» обозначать так:

St -> Sj. (Можно представлять себе St как «множество

всех сепулениЙ по t-му определению» тогда St -* 5,- бу-
будет означать* что 5", содержится в 5^.) Ясно, что резуль-

результат 5t -» Sj будет следовать нз ранее защищенных, толь-

только если уже защищена цепочкадиссертаций, ведущая нэ

St в Sj (см. рисунок).
Назовем парой две диссертации 5,- -»5; и^-»5,. По-

Покажем, что защищенные пары не могут образовывать

цикла. Действительно, если имеется цикл

SJSSf ЗД4ЗД(,то последняя по времени защищен-
защищенная диссертация этого цикла следует нз остальных.

Докажем теперь по индукции, что всего могло быть за-

защищено не более (л — 1) пар. Для л ¦ 2 все очевидно.

Предположим, что было защищено л пар. Пусть какое*

либо St входит не более чем в одну защищенную пару.

Тогда в оставшихся (л — 1) паре участвуют (л — 1) опре-
определений, чего не может быть по предположению индук-

индукции. Значит, любое St входит по крайней мере в две

пары. Но тогда можно построить цепочку

S^iSj ZzSk^St,которая замкнется не позднее л-го

шага. Противоречие (тем самымдоказано, что защищен-
защищенные пары не могут образовывать цикла).

п(л-1)Заметим теперь, что всего имеется — —-

различных

пар. Но, по доказанному, только в (л — 1) паре могут
быть защищены обе диссертации. Значит, в каждой нэ

оставшихся —Ц-—- - (п -1) пар может быть защищена

только однадиссертация. Таким образом, у профессора

Тарантоги было не более

аспирантов.
Покажем теперь, как можно защитить такую уйму дис-

диссертаций. Сначала (л — 1) аспирантов защищаютдис-

диссертации Si -> Se; S7 -¦ Sm\...; SH_t -¦ Sm. Затем (n - 2)

аспиранта защищаютдиссертации 5, -¦ 5Я., ;S7 -¦ 5..,;...
.^.г-*?._,;..„и т.д.

Наконец еще один аспирант защищает диссертацию

Последние (л — 1) аспирантов последовательно защища-
защищают диссертации Sm -*$._,; Smml -*Sm_2...S2 -*SX . Итак,

всего защищено —*——-+л -1 = —*-т—- -1 диссертаций.

Легко проверить, что ни одна диссертация не следует нэ

ранее защищенных. Вместе с тем доказана эквивален-

эквивалентность всех определений, так как защищены диссерта-

диссертации St-+Sm;Sa-+ S..,;...; S2 -¦ St.
К.Мишачее

М1462 Докажите неравенство (при

Первое решение.
Лемма. При л а б справедливо неравенство

Докажем ее методом индукции. При л=б ( * ) выполняет-
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ся. Пусть (О выполняется прн некотором я г 6. Имеем: вл > л". (Например, в первом решении доказано, что

при я 2 6 имеем: аа > I * j .)
Гя+1ГУяГ Л, П" >я+!> Замечание 3. Рассуждения первого решения немедлен-

немедленно дают и верхнюю оценку последовательности:

<|«Т-.
Iii±l] >[4[] (л + 0>(л1)(л +1)в(л+1I. Вдействительности «^растет как

Решение задачи. Исходное неравенствоэквивалентно

следующим:

Г jn\f

[((я + ОО4*
'

или

Преобразовав левую часть, получаем

что и требовалосьдоказать.
Второе решение. Обозначим

тг4т-2

то прн любом л ? 2 имеем ^ > I

Отсюда сразу следует неравенство задачи.

Замечание 1. Аналогично ( • ) доказывается неравенст-

неравенство я 1 > I ¦? I . Точное описание поведения л! прн п —> »

дает формула Стирликга:

гдеО<е-е(я)<1.
Замечание 2. Легко видеть, что

прн л -> ••.

Поэтому прн всяком л, 1 <а<е ащ растет быстрее а":

llm—¦" = ••. Отсюда следует, чтодля всякого а, \<а<е,
¦¦+- а*

существует число №{а) такое, что прн л ? N(a) имеем

В самом деле,

1

(я!J

Но, как можно показать. -Л ПрИ Л -¦ •• .

Л.Курляндчик, В Сеидерое

М1463. Существуют ли такие натуральные числа х и

у. что каждое из чисел

а)х+у, 2х+у и х+2у,
б) х+у, 2х+у и Зх+у
является точным квадратом?

а) Ответ отрицателей.
Предположим противное: х+уш а2,2х+у ¦ b2, jc+2y«c2.
Сложно последние два равенства, получаем

Докажем, что ( • > не имеет решений в натуральных чис-

числах. В само.! деле, если число б2 + с3 делится на 3. то

числа бис либо оба делятся на 3, либо оба на 3 не де-

делятся. Если

Поэтому 6нс делятся на 3. Но тогда и а делится на 3,

так что тройка f "f»т § ) является решением уравнения
( • ). и т.д. Это может быть только прн а т Ь ж с и 0.

б) Ответ положителен. Обозначим х+у=а1,2х+уж б2,
Зх + у = с2; имеем b7 -a2 =c2 -b7, причем
2а1» 2х + 2у > 2х + у

- Ь7. Обратно, пусть

имеет решение в натуральных числах такое, что

2а7 > i? > а2. Тогда числа х - Ь7 - а2, у - 2а2 - Ь2 удов-
удовлетворяют условиям задачи.

Решения уравнения ( • • ) можно искать, например, так.

Пусть и v Ь — «пифагорова тройка»: натуральные
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числа такие, что и2 +1? ¦ b7. Тогда числа я = |и - t\ f

с - и + v удовлетворяют (• • ). Условие 2я2 > б2 можно

переписать так:

и2 +*?>4ии. (¦•

Для ( * • * ) достаточным является неравенство и 2 4а

Действительно, в этом случае и2 2 4uv и2 + х? > Auv.

Итак, для решения залачн достаточно найти пифагорову
тройку и, v, b такую, что u>Av-

Очевидно, u-22t, v-|*2-ia|, Ьшг2+12, где г + tt zt t
—

натуральные числа, есть пифагорова тройка.
(Нетрудно показать и обратное: всякая пифагорова
тройка «кратна» тройке такого вила.)

Уже при 2-4. t-5 имеем ы-40>36-4и.

Найденное решениеявляется «минимальным»: при
и - 2zt <40 неравенство ( * * * ) выполняться не может.

Нетрудно, разумеется, выписать н сами найленные нами
числа: *~720. у=241.

А.Грибалко, В. Сендеров

Ml464. Rur — радиусы описанной и вписанной ок-

окружностей треугольника; гх — радиусокружности,
вписанной в треугольник с вершинами в точках каса-

касания окружности со сторонами исходного треугольни-

треугольника. Докажите неравенство 2rt?r$ fift.
Неравенство 2г, ? г хорошо известно. Его можно дока-

доказать различными способами, в частности, заметив, что

радиус окружности, проходящей через середины сторон

треугольника, равен г/2 и, очевидно, не меньше г,.
Докажем неравенство

Обозначим через а, р у утлы исходного треугольника;

нетруднодоказать равенство

Аналогично

г.
.

-1- = 4sin—r
Г 4

р+у
Л

4

у + а

Перепишемдоказываемое неравенство:

sin
а + В . 6 + Y .

—7~^sin sin
а - Р
? I. •f

Для доказательства ( * ) достаточно перемножить три не-

неравенства вида

.о + у
sn- sin^sin-^. (*•)

Докажем (* * ). Пустьxt у — произвольные числа.

Имеем:

- у)- софг + у) S

Неравенство задачи доказано.

Покажем теперь, как можно естественно прийти к этому

решению.

При доказательстве ( * ) можно ограничиться рассмотре-
рассмотрением случая а = р.
Достаточно оценить снизу выражение

sin2 fsin21
I

sin% sin?

Имеем:

Перепишем теперь ( * ) для случая а
= р ¦

4

Таким образом, мы пришли к ( * * )
Заметим, что в наших рассуждениях фактически содер-
содержится и доказательство этого неравенства, отличное от

данного в решении задачи:

Рассмотрим еще одни связанный с решенной задачей
вопрос.
Как известно, радиусы R и г н расстояние / между цен-

центрами окружностей Г н Г, связаны соотношением

I* = R2 - 2Rr(теорема Эйлера).
Обратно, если радиусы двух окружностей н расстояние
между их центрами связаны этим соотношением, тодан-

данные окружности можно рассматривать как описанную н

вписанную окружности некоторого треугольника (и

даже бесконечного числа нх; за вершину такого треу-
треугольника можно принять пронзоолысуюточку большей

окружности).
Изучим, как изменяется радиус г, прн «вращении» треу-

треугольника ЛВС вокруг окружности Г,.

Если а + р+у = п, то cosa + cosp + cosy =

Пользуясь этим соотношением н равенством

г.

Г

. a + p. p + v.v +

4 4 4

легко показать, что г,
¦ г{х+у+г—1)„ где х = sin-=-,

12'
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Считая окружности Ги Г, неконцентрнческимн, нсслс- тая «справа» отЛ и такая, что

дуем функциюfix)mx+y+zt где х2 + у7 + г2 ¦ с, xyz~cx.
Имеем:

y
? * isin-y

- см. рис. 1).

РйсУ

Уравнение /" Сг)«Одает

где и = 2*.

Опираясь на (***), покажем, что функция /<х) дости-
достигает максимума и минимума на концах отрезка

sinу; sin-— . Следовательно, максимум и минимум г,

достигаются (в каком-либо порядке) на двух треуголь-
треугольниках: с вершинами в Е н D

Заметим, что каждый из экстремумовfix) достигается не

менее чем в одной внутренней точке отрезка. Пусть
один из экстремумов (например, максимум) недостига-

достигается ни на одном из его концов. Тогда максимум fix) до-

достигается не менее чем в трех внутренних точках отрез-

отрезка. Следовательно, ( * * * ) имеет не менее четырех кор-

корней — противоречие.
Можно рассуждать и по-другому: многочлен

Р3(и) = 2ы3 - сг? + с,2 имеет ие более двух положитель-

положительных корней. Это сразу следует из неравенства Р3@) > О

(а также нэ формул Внета поскольку коэффициент при
и равен нулю).
Проведенные рассуждения позволяют, разумеется, сразу
выписать положительные корни (***): они отвечают

боковым углам треугольников с вершинами в Е

hD. Вот эти корни: {°тРни-ателЬ||Ый ко~

К положительным корням уравнения f ix =0 можно

прийти* и сразу, нэ следующих геометрических сообра-
соображений.

Рассмотрим, например, описанный около окружности Г(
н вписанный в окружность Г треугольникЛЕС. Рас-

Рассмотрим (на окружности Г) произвольную окрестность
U(A) точки Л. Очевидно, существуетсимметричная ок-

окрестность V(?) точки Е такая, что соответствующая ей

окрестность VGO точки А лежит в UiA). Очевидно так-

также, что для любой точкиМ окрестности VGO, лежащей
«слева» отЛ, найдется точка N этой окрестности, лежа-

Следовательно,/ (*)*=() при дг = а!пу.
Проведенныерассуждения позволяют получитьполную
информацию об изменении г, при «вращении» треу-
треугольника.

Функция fix) ведет себя так, как показано на рисун-

рисунках 2 или 3.

/ \

R-1

г

7П

Рис.2 Рис.3

Если углы с вершинами в D и Е (см. рис. 1) не превос-

превосходят -2-, то максимум г( достигается в точке D (см.

рис.2). Если оба угла не меньше 5, то максимум
— ¦

точке Е (см. рис. 3).
Выпишем и явную формулу для г,. Пусть, как и выше,

о — один из угловтреугольника А?С, обозначим

х = sin
у. Тогда

В.Сендеров

М1465. а)Докажите, что для каждого натуральною k

существует не более одного многочлена fстепени k со

старшим коэффициентом 1 для которого выполняет-

выполняется тождество

f(Hx))((Q(x))~f(R(x))t

гдеР(х), Q(x)t R(x) — данныемногочлены(степени
Р(х) и Q(х)различны и больше 0).

б) Найдите хотя бы один многочлен f(x) (отличный
от постоянной) такой, что

в) все такиемногочлены,
а) Допустим что существуютдва многочленаfix) ngix
степени к > 0, удовлетворяющие условию задачи. Тогда

f{R)-giR)~fiP)ifiQ)-giQ))+giQ)ifiP)-g(P)).i*)

Пусть degif—g) -
т (знаком deg обозначают степень мно-

многочлена). Ясно, что т< к.

Пусть degP(x) ¦ a, dtgQix) ¦ р и, для определенности,

а>р. Изуслоиня следует чтоёс?Жх)~а+р(у6едн-
тесьвэтом!).

КютЧ
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В левой части равенства ( * ) стоит многочлен степени

m(ct+p). В правой части — сумма двух многочленов,
степеней соответственно kct+пфн m<x+k$ Первая нз

этих степеней больше второй, н потому степень правой
части равна Дсс+яф Но Аа+тр>л?(а+р)
Противоречие.
б) Ответ:fix) =х*+\.
в) Первоерешение. По условию degf> 0. Покажем,
что Oq^ 1. Предположим, что вов 0; пустьi

— наимень-

наименьшая степень, коэффициент при которой отличен от

нуля. Наименьшая степень многочлена в левой части ра-

равенства, коэффициент при которой отличен от нуля, Зх,
в правой i. Противоречие.
Очевидно, д*в1
Докажем» что А — четное число. Предположим против-
противное: пусть / — наибольшая четная степень, коэффициент
при которой отличен от нуля, 1<к Наибольшая четная

степень многочлена в левой части равенства 1+2к в пра-
правой 3/; ноЗ/</+2А Противоречие.
(Четность А можнодоказать н по-другому. Достаточно
доказать что fix) не имеет вещественных корней. Пред-
Предположим противное; пусть а — наибольший по модулю
вещественный корень. Так как а^ * 0 то а * 0 Очевид-

Очевидно, корнем является н число 2а3+а; но[а| |2а2+ij>[aj
Противоречие.)
Далее, fix) не содержит нечетных степеней. Доказатель-
Доказательство аналогично первому доказательству четности к.

Следовательно, при k « 2 многочленом задачи может

быть лишь х3 +1. Непосредственно убеждаемся, что

fix) ¦ х* +1 удовлетворяет равенству условия.
Пустьтеперь k e 21, где t> 1. Тогда [х* +1)' — многочлен

задачи степени к. Из пункта а) следует, что других мно-

многочленов задачи степени к не существует.

Ответ: (х2 +1)* , где к - 1, 2,...

Второе решение.
Пусть fix) = aMx*+...+OQ. Легко показать, что аа = <% = 1.

Докажем, что если a —

корень многочленаДх), то

|a|=i.
Пусть max] а |-|ао|> 1. Тогда |2а03 + ао| 2 |2ао3| - [ао| > |ао|.
Противоречие. Пусть найдется а такое, что | а| <1. Тог-

Тогда, так как ащ ¦ д^ = 1, то найдется а такое что |а|>1
Поскольку для всякого а имеем | а| 1 |2а3 + а|= 1 той

|2а2 + 1[ = 1. Получили: 1 = |2а3 + ^||
Отсюда а2--!.

Теперь очевиден вид многочлена:

квант ¦ 1995/^3

В.Сендеров, М.Тройников
Ml466*. Два художника играют в следующую игру на

карте (первоначально пустой). Первый рисует новую

страну (многоугольник, не лежащий внутри уже нари
сованных), а второй красит ее так, чтобы страны,

имеющие общую сторону, были покрашены в разные
цвета. Может ли первый художник заставить еторо-

to использовать более а) пяти б) десяти цветов?

Ответ: Первый может заставить второго использовать
любое конечное число цветов.
Решение. Докажем это по индукции. Для одного цвета

— очевидно. Допустим, первый художникуже научился
заставлять второго использовать л цветов. Добавим в

предположение индукции, что все цвета «доступны», т.е.

можно нарисовать такую страну, которая будет грани-
граничить со странами всех л цветов. Построим тогда карту, в

которой придется использовать л+1 цвет и все цвета бу-
будут доступны. Для этого построим рядом с нашей еще

одну карту (такую же) t где будутдоступны п цветов.

Если в новой карте встретится (п+1)-й доступный цвет,
то цель достигнута; а если все цвета старые, то нарисуем

страну, которая граничит в новой карте с л цветами (это
можно сделать по предположению индукции) Получит-
Получится (я+1 )-й доступный цвет.

В.Коеалъджи

М1467 Пустыпия — целые положительные числа.

Пусть а,,а3,...,ал различныеэлементымножества
{/,.?,..., л} такие что для любых индексов г j удовлет-
удовлетворяющих условиям Hizjzm и Ot+at?n. сущес-

существует индекс A» f S k ? т для которого а% + д;-
¦ ak

Докажите, что

га

Пусть А ш {djpdg ат},д, > а^ >...> ат . Докажем, что

ai + am*i-i ^ л +1 лля всех i Действительно, если

а% + a^lM S п для некоторого i, тогда

ах <ai +am <at +Д,.., < <ai'?am*it5я: новее»чи-

новее»чисел at + amt я(+я-_1 . ai*am^l4 не могут принадле-
принадле*

1жать Л, поскольку в А существует лншы*
— 1 различных

чисел ах > .-.fli4 , больших а% . Отсюда следует, что

те

m

М1468. Данравнобедренный треугольник ЛВС, где
АВшАС. Предположим, что:

(ОМ — середина ВС, иО- точка на прямойAM та-

такая, что ОВиЛВ перпендикулярны;
(it) Q —

произвольная точка отрезка ВС, отличная от

точек В и С;
(Ш) точка Е лежит на прямой АВ, точка Fлежит на

прямой АС, и при этом точки Е, Qu Fразличны и ле-

лежат на одной прямой.
Докажите, что OQ и EF перпендикулярны тогда и

только тогда, когда QE=*QF.

Вот одно нз решений задачи чисто геометрическими

средствами.

Предположим, что OQA.EF (см. рис. а). Тогда четыре-
четырехугольники EBQO и OQFC — вписанные iEO и OF -

диаметры соответствующих окружностей) н ZOEQ =

- ZOBQ= ZOCQ= ZOFQ. Поэтому треугольник
EOF - равнобедренный nEQ-QF.
Предположим теперь, что OQ — не перпендикуляр кEF

Через о' - точку пересечения перпендикуляра, опущен-
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кого из О на EF, с прямой ВС — проведем ? F\\EF
(см. рнс. б). Тогда, по доказанному выше, ? О - О F
н если К — точка пересечения О А с EFt то ?/С ¦ /CF.
Но точка К отлична от Q, значит ?0 * OF -

Замечание. Рисунок а — а именно, тотфакт, что середи-

середина Q основания равнобедренного треугольника EOF ле-

лежит на отрезке ВС, — легко объяснить с помощью век-

векторов: поскольку ОМ =IOB + ОС 1/2,

6*0 = уОЕ+ОА/* , то ОМ = (cF + Бе\/2 , а посколь-

поскольку CF н В? равны по длине, их полусумма направлена

по биссектрисе угла между их направленкями-

М1469 Длялюбого целого положительного числа к че-

через f(k) обозначим число всех элементов в множестве

{k+U к+2,.... 2к), в двоичном представлении каждого
цз которых имеется в точности три единицы.
(a) Докажите,что для каждого целого положительно-
положительного числа т существует хотя бы одно целое положи-
положительное число к такое, что[(к)^т.
(b) Найдитевсе целые положительные числа mt для
каждого из которыхсуществует единственное k, удов-
удовлетворяющее условиюf(k)=m.

Пусть Bk — множество всех чисел от 1 до 2к, в двоичной
залней которых ровно 3 единицы, g(A)

— число элемен-

элементов в Вк. Ясно, что^(А) — неубывающая функция н

f(k){2k){k)
Поэтому

д(к)

f(k)

2

0

1

3

0

2

4

1

3

5

I

4

6

2

5

7

4

5

8

4

S

9

4

6

10

5

7

11

7

7

12

7...

вырасти сразу на 2, точнее,

, если BА

i в противном случае.

Но поскольку, очевидно, ДА) растет неограниченно, эта

функция принимает все натуральные значения.

(Ь) Уравнение/Ш-m имеетдля некоторого т един-

единственное решение в том и только в том случае, если

ЛА+1)-АА)-1«/-(А)-(ДА-1).т.е.BА + 1)€В^2ноба
числа к и Л— 1 имеют подве единицы в двоичной запнен;

другими словами, А = 2"+2,яг2. При этом

это н есть все нужныелначення т.

* Покажите, чтосуществует множествоА, со-

состоящее из целых положительных чисел, которое обла-

обладает следующим свойством: для каждого бесконечного

множестваS простых чисел существует k 2 2 а так-

также существуют два целых положительных числа

тс А и л е А таких, что оба являются произведения-
произведениями к различных элементовмножества S.

В качествеЛ можно взять множество произведений раз-
различных простых чисел вида qq2q^,.q^, где

<7, < q2 < •••< q4i (т.е. таких, что число сомножителей рав-

равно наименьшему нз них: в А входит 2-3, 2-5, 2-7,...,

3-5-7, 3-5-11,... нт.д.). Тогда для любого множества
s= {Pi'ft'fti—} простых чисел, рх <р2 </*, <..., очевид-

очевидно, m=p2p1...pPi входит в Л, а я-/у>4-.-ЯЛ*1 "е входит в

А р2 +1 < р3 , а разложение на простые множители

единственно («основнаятеорема арифметики»)

Ф1478. С высоты IIш 50 м без начальной скорости от-

отпускают камень. В тот жемомент из точки, находя-

находящейся прямо под камнем, начинает удирать по гори-
горизонтальной плоскости с постоянной скоростью заяц.

При какой минимальной скорости зайцарасстояние

между ним и камнем в процессе движения не будет
уменьшаться?

По условию камень падает с ускорением g без началь-

начальной скорости, а заяц движется равномерно. Обозначим

скорость зайца через v. По теореме Пифагора можно
выразить расстояние х между зайцем н камнем. Но про-
проще рассматривать квадрат этого расстояния — ведь если

положительная величина не уменьшается, то н ее квад-

квадрат тоже не уменьшается, а писать лишних корней не

придется. Итак,

(а) Ясно, что Bft + 2) € В2к+2 в том н только в том случае,

когда(*+1)е Дм . ПоэтомуДА+1) - /Ш не может

г JH-
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Изанализа полученного выражения следует, что вели-

величина в скобкахдолжна быть всегда положительной
—

только при таком условии расстояние между <соревную-
<соревнующимися» не будетуменьшаться. Самой большой получа-
получается необходимая зайцу скорость сразу после начала

движения, именно это значение и дает ответ задачи:

м/с.

З.Рафаилов

Ф1479. Мячик подбрасывают вверх и измеряют пол-

полное время его полета. В каком случае это время ока-

окажется больше — при наличии силы трения о воздух,
которуюможно считать пропорциональной скорости
мячика, или в отсутствие силы трения?

Рассмотрим два одинаковых мячика, одновременно под-

подброшенных вверх с одной и той же скоростью. Будем
считать, что на мячик 1 действует сила трения о воздух,
а на мячик 2 — нет. Легко понять, какой мячнк раньше
достигнет своей верхней точки

— это мячнк /.ускорение
которого при движении вверх больше д. Однако при об-

обратном движении ускорение этого мячика становится

меньше д. Если бы падение продолжалось сколь угодно

долго, то в конце концов мячнк 2догнал бы мячнк /

(движение которого через некоторое время стало бы поч-

почти равномерным). Остается выяснить, что произойдет
раньше — встреча мячиков нлн падение мячика / на зем-

землю. Для ответа на этот вопрос не обойтись без урав-
уравнений.

Напншем для каждого мячика второй закон Ньютона в

проекциях т вертикальную ось, направленную вверх:

т-

m-j-*- = -mg,

вычтем эти равенства друг из друга:

т [ kvx

и домножим на Д1, разделив на т:

Ззметим, что

и просуммируем правую и левую части последнего ра-
равенства от начального до произвольного момента вре-

времени:

¦ А*
ТП

(мы учли, что в начальный момент скорости мячиков

одинаковы). Видно, что скорости мячиков сравняются
только в тот момент, когда первый мячик коснется зем-

земли, т.е. когда Л, - 0. Лишь после этого второй мячик
стал бы приближаться к первому, но... уже поздно.

Итак, окончательный ответ — полное времядвижения

мячика больше в отсутствие силы трения о воздух.
Л. Черноуцан

Ф1480. Шайба едет по гладкой горизонтальной по-

поверхности и налетает на склеенные между собой две
такиежешайбы (см. рисунок). Найдитеуголразлета
ишйб послеабсолютно упругою соударения, «Прицель-
«Прицельное* расстояниеравно радиусу шайбы. Трение отсут
ствует.

При ударе гладких шайб силы реакции направлены

вдоль линии, соединяющей центры шайб. В нашем слу-
случае — при «прицельном» расстоянии, равном радиусу,

—

силы эти составляют углы 30* с направлением скорости

налетающей шайбы Vq . Следовательно, тяжелая шайба
полетит после удара именно под этим углом. Обозначим

угол отклонения налетающей шайбы после удара ф, ее

скорость v, скорость тяжелой шайбы и и запишем зако-

законы сохранения импульса
— для проекций.вдоль направ-

направления начальной скорости и перпендикулярно ему
— и

сохранения энергии:

0 = mvsin q> - 2mu$in 30е,

тис

ту2 2ти2
2

"

2 2
"

Возводя в квадрат обе части второго уравнения и вычи-

вычитая из него третье, получим, с учетом первого уравне-
уравнения, что

Это означает, что налегающая шайба после удара будет
двигаться в перпендикулярном начальному направле-

направлении, и угол разлета шайб составит 120*.

Р Александров

Ф1481. Множествомаленькихстальных шариков на-
находятся на гладком днебольшой квадратной коробки
площадьюS. Шарики хаотически двигаются по дну,
упруго соударяясь со стенками и друг с другом. Пол-
Полная кинетическая энергия шариков W все удары абсо-
абсолютно упругие. Найдите силу, действующую со сто-

стороны шариков на одну из стенок. Какой станет эта

сила если, подвергнув коробку очень медленной дефор-
деформации, увеличитьразмеры каждой стороны квадрата в

двараза?

Для нахождения силы, действующей настенку коробки,

воспользуемся приемом, который в школьном учебнике
используетсядля нахождения давления газа на стенку

сосуда
— там тоже сила возникает при многочисленных

ударах хаотически движущихся (но не в плоскости дна

коробки, а в объеме всего сосуда) шариков. При ударе

шарика о стенку происходит зеркальное отражение и ме-

меняется только знак перпендикулярной стенке проекции
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скорости. Обозначим ее vtt а массу шарика т, тогда прн

ударе стенка получит импульс 2mvs. За малое время Ы

в стенку ударятся те шарики, которые окажутся на рас

стоянии меньшем vsAt н двигаются в направлении стен-

стенки. Таких шариков будет Navs At/BS), гдеN — общее

число шариков, а = JS —

сторона дна коробки, н пере-

переданный стенке за это время импульс составит

Сила, действующая на стенку, определяется через этот

импульс:

"-¦&¦
Учтем еще, что полная энергия шариков определяется
их движением в двух направлениях:

\V =

И тогда

2Nmv\

W

При медленном увеличении размеров коробки суммар-
суммарная энергия шариков уменьшается

—

при ударе шарика
об «убегающую» стенку скоростьотскока получается
меньшей, чем до удара. Собственно, именно этим н объ-
объясняется охлаждение газа прн его расширении без под-

подвода тепла. Оценить это уменьшение можно разными
способами. Например, воспользовавшисьуравнением
адиабаты (если вы с ним знакомы) — правда, там кое-

что придется поправить, наш «газ» не совсем обычный,
его молекулы имеют не три, (как обычно), а только две

степени свободы из-задвижения в плоскости. Но можно

получить результат и напрямую
— изменение энергии

шариков равно работе сил, с которыми они действуют
на стенки. Итак, пусть две соседние стороны квадрата

увеличились на очень малые величины Дд и стали рав-

равны а + Дд. Работа совершалась только наддвижущимися

стенками н составила

—.

а

Откуда получаем

W
Ад

а
'

Такая связь между относительными изменениями вели-

величин имеет место при условии IV - \ja2. Значит, прн уве-
увеличении стороны квалрата в два раза (как в условии),
полная энергия уменьшится в четыре раза. Тогда полная

сила, действующая на боковую сторону коробки, станет

в 8 раз меньше начальной н составит

3. Рафаилов

Ф1482. На двух легких нерастяжимых нитях, длиной

R каждая, подвешена проволочная дуга того же радиу-
радиуса R, имеющая длину L (см. рисунок). Найдите период
малых колебаний тахогомаятника, если нити и дуга
при движении остаются в вертикальной плоскости.

Отклоним систему на очень малый угол 9. Возвращаю
щиЙ момент сил тяжести относительно точки подвеса оп-

определяется «излишком» массы т с одной стороны и «не-

«недостатком»
— с другой:

2mgRs\na = ^Jj-Ry W

где 2a —

угол между нитями, М — масса всей проволоч-
проволочной дуги. Момент инерции системы относительно точки

подвеса найти очень легко
— все «весомые» части нахо-

находятся иа расстоянии R от нужной нам точки:

Теперь напишем уравнениедля малых колебаний — ана-

аналог второго закона Ньютона для вращательного дви-
движения:

2MR2gsina
L

i

Из этого ураииеиня находим период колебаний:

Угол а определяется отношением длины полудуги к ра-

радиусу:

L
а-

2R'

Прн малых дугах получается обычная формула для пе-

периода колебаний математического маятника (еннус ма-

малого угла а заменяем самим углом).
У этой задачи есть красивое решение, использующее
только закон сохранения энергии (ие нужно ничего при

этом говорить промомент инерции) — попробуйте иайтн
его самостоятельно. Подсказка: сравните максимальные
значения потенциальной и кинетической энергии и

вспомните, как выглядитэто соотношение для гармони-
гармонических колебаний

М.Ермилов

Ф1483. В сосуде объемом V = 1 см3 содержится водя
ной пар при температуре t = + WO *C. Рассмотрим две

молекулы пара, находящиеся вразных частях сосуда.
Оцените время, в течение которого они столкнутся

между собой 100 раз. Воздуха и воды в сосуде нет.

Для оценки времени такого стократного удара будем
считать, что после одного соударения молекулы разлета-

разлетаются и долго соударяются с другими молекулами, преж-

прежде чем вновь встретиться. В этом случае можно считать,

7 Кшт N» 3
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чтодля соударения с одной конкретной молекулой нуж-
нужно в среднем столкнуться со всеми остальными по одно-

одному разу, адля стократного соударения
— по 100 раз.

Длина свободного пробега в не очень плотном газе, как

обычно, составляет

р_ 1

где d — диаметр молекулы, я — концентрация молекул в

сосуде. За время t с одной молекулой происходит vt/l

ударов. Скорость молекул v можно грубо оценить
по формуледля средней кинетической энергии поступа-
поступательногодвижения:

""¦-700 м/с.

Приравнивая число ударов за время t стократному чис-

числу молекул н учитывая, что концентрация я - N/V, по-

получаем выражение для искомого времени:

Диаметр молекулы воды можно оценить, зиая плотность

жидкости и считая, чтов жидкости молекулы упакованы
плотно, так что размер молекулы равен среднему рассто-
расстоянию между центрами молекул. А это среднее расстоя-
расстояние можно оценить, исходя из величины объема, кото-

который приходится в жидкости на одну молекулу. Оценка

даетвеличннуd=3-10~i0 м.Окончательно

f-S-1011 с-1(г*ч.

Это очень много! На самом деле, удары происходят се-

сериями
— «длина» серии зависитот концентрации моле-

молекул и мы сделали оценку «сверху». Кстати, обратите
внимание на то, что в Ответ не вошла концентрация мо-

молекул (нли — полное число молекул, илн
— давление па-

паров), в условии ие было сказано ничего о том, является

лн водяной пар насыщенным.

АЗильберман

Ф1484 Какую скорость нужно сообщить длинному и

тонкому копью массой М, равномерно заряженному по

длине L положительным зарядом Q, чтобы оно проле-
пролетело через два соседних слоя толщиной Л, в первом из

которых электрическое поле направлено против ско-

скорости копья, а во втором
— вдоль скорости? Величина

напряженности поля в обоих случаях равна Е полная

толщина двух слоев меньше длины копья.

Нарисуем график зависимости силы, действующей на

копье состороны электрического поля, от координаты

наконечника копья (см. рисунок). Снаружи от слоев

Lx

поля нет, значит, нет и силы. По мере проникновения
копья внутрь слоев вначале появляется н нарастает по

величине тормозящая сила
— она растет по линейному

закону н достигает максимума в тот момент, когда прой-
пройден первый слой. Затем тормозящая сила убывает и ста-

становится равно нулю, когда наконечник копья высовыва-

высовывается наружу. Некоторое время сила будет равна нулю, а

дальше возникнет «разгоняющая» сила — но это уже не-

неинтересно поскольку критическая точка соответствует
концу торможения н если к этому моменту скорость

копья не упадет до нуля, то оно проскочит оба слоя. Ми-

Минимальную скорость найдем из закона сохранения энер-
энергии — приравняв начальную кинетическуюэнергию ра-
работе сил торможения (для такого простого закона изме-

изменения силы эту работу найти совсем просто):

•2Л-

Отсюда получаем

О.Савченко

Ф1485. Двебольшие квадратные непроводящие плас-
пластины, площадьюS каждая, расположены параллельно
на малом расстоянии d друг от друга. Пластины рав-
равномерно заряжены по поверхностям зарядами Qu —Q.
Найдите разность потенциалов между центром и уг-

углом одной из пластин.

Напряженность электрического поля в середине между

пластинами (на самом деле не только в середине, а поч-

почти повсюду
— лишьбы небыло слишком близко к краям

пластин) определяется какобычно:

Поэтому разность потенциалов между серединами плас-

пластин равна

Дф0 = ?<* =
—-у.

Перпендикулярная составляющая напряженности около
угла одной нз пластин вчетверо меньше поля в центре

—

это можно показать, дополнив наш «конденсатор» еще

тремя парами заряженных аналогично пластин так, что-

чтобы интересующий нас угол оказался в центре получив-

получившегося большого «конденсатора». При этом поле, с од-

одной стороны, увеличилось в четыре раза, с другой —
оказалось в центре. Итак, разность потенциалов между
пластинами, измеренная в области угла, составляет

Пройдем теперь по такому замкнутому контуру: от цент-

центра одной пластины к ее углу, затем в такой же угол дру-
другой пластины, далее в ее центр н, наконец, в начальную

точку. Интересующую нас разность потенциалов Дф
между центром пластины и ее углом мы прошли два

раза (со знаками все в порядке
—

заряд второй пластины

противоположен заряду первой, но н направление пере-
перемещения обратное). Полная работа сил электрического
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поля равна нулю:

тогда

О.Савчекхо

Ф1486. В схеме марисугже t амперметр показывает

ток 0,1А. а вольтметр
—

напряжение 250 В. Что на-

находится в ччерном ящике»? Считайте элементы цепи
идеальными, а показания приборов — точными. Напря-
Напряжение сети 220 В, частота сети 50 Гц, индуктив-
индуктивность катушки 1 Гн.

1Гн

Ямс. У

Когда измерения проводятся только на одной частоте,

существует бесчисленное множествосхем. которые удов-
удовлетворяют результатам измерений. Приведем одну из

возможных схем «черногоящнка»
—

самую простую.
Она состоит из последовательно включенных конденса-

конденсатора емкостью С н резистора сопротивлением R. Най-

Найдем соответствующие параметры.

Напряжение на катушке равно

напряжение на «ящике* составляет (см. рис.2)

Uv = 250 В = Jl2R7 + /2/Dяу2С2) ,

а общее напряжение V ¦ 220 В складывается из напря

Рис.2

женни на катушке и на «ящике»:

V2 =« U\ + U\ - 2VLU

Отсюда находим

С = нкФ. R = 690 Ом.

Все напряжения и токи — действующие величины (на-
(напряжение сети 220 В — действующее значение). Однако
все вышесказанное вполне подошло бы и для амплитуд-
амплитудных значений.

Л.Сашин

Ф1487. Фотодиод площадью 0,5 мм3 расположен в фо-
фокусе линзы перпендикулярно главной оптической оси,

С другой стороны линзы на этой оси находится точеч

ный источник света. Во сколько раз изменится ток

фотодиода при смещении источника от расстояния
1 м до расстояния 0,3 м? Диаметрлинзы / см, фокус-
фокусное расстояние 5 см. Ток фотодиода пропорционален
световому потоку.

Найдем размер пятна света в фокальной плоскости лин-

линзы — там, где расположен фотопрнемннк (см. рисунок):

1 A f-F

отсюда

DF 7tD7F2
аА

В первом случае диаметр пятна меньше размеров фото-
фотодиода (проверьте это), и весь поток, попадающий на

линзу„ попадает и на фотодиод. Во втором случае (когда

источник придвинули поближе) размер пятна стал боль-

больше» н на фотодиодтеперь попадает только часть светово-

светового потока, пропорциональная отношению площадей фо-
фотодиода и пятна света —

1

436'J

Тогда отношение токов будет равно

/, "О, 4,36 d?
AJ-

Видно, что при смещении источника ближе к линзе ток

увеличился не в (У(\3) -11 раз, как получилось бы при
большом отверстии фотодиода, а только в 2.5 раза.

А.Сашин



«КВАНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

Задачи
1. Какоечисло стоит на 1995-м месте в последова-

последовательности

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5, ... ?

С4.Савин)

2. Заменитебуквы цифрами так, чтобы равенство

стало верным. Одинаковым буквам соответствуют
одинаковые цифры, разным — разные.

(О.Потяркин)
3. Расположите в клетках пирамиды цифры 0,1,

I 1

2, .... 9 так, чтобы числа в каждой строке делились
на 7 и на 9.

(Я.Антонович)

4. Какие треугольники можно разрезать на три

(С. Костин)

5. В прямоугольнике, соответствую-
соответствующем панели кнопочного телефона,
«звездочку» и «решетку» заменили не-

некоторыми числами и переставили

кнопки так, чтобы суммы чисел во

всех четырех горизонтальных рядах
стали равны и суммы во всех трех

вертикальных рядах тоже стали равны.
Какой при этом может стать наиболь

шая сумма всех этих чисел и какой

наименьшая?

I

4

7

*

2

5

8

0

3

6

9

#

(И Акулич

Листая классиков...

и. акулич

РЕЧЬ, разумеется, пойдето класси-

классиках научно-популярной матема-

математической литературы как прошлого

века, так и наших дней. Кто из нас

в свое время(а то н поныне!) не был

очарован прелестью замечательных

книг Лойда, Дьюденн Перельчана

Кордемского, Игнатьева, Барра, Гар-
Гарднера... Да что там, всех не перечис-
перечислишь! Читать их, решать предложен-
предложенные задачи — не просто удовольствие,

а прямо-тахи наслаждение. Постепен-

Постепенно, однако, по мере знакомствасо все

новыми образцамитакой литературы,
любитель математики начинает заме-

замечать некоторые не вполне приятные
детали слегка (а затем все более и

более) портящиестройную н поначалу
казавшуюся безупречной картину.
Выясняется, к примеру, что многие

задачи повторяются у разных авторов

почти дословно, разве что с другими
именами действующих лиц. Затем

выясняется, что н самн-то задачи не-

нередко содержат неточные формули-
формулировки, побочные решения, ато нсамые

натуральные ошибки. В результате

глубокий трепет и пиетет как-то неза-

незаметно сменяется у читателя снисходи-

снисходительно-полупрезрительным высокоме-

высокомерием: тоже мне, писаки! Ошибокпона-

понаделать и я бы смог!

Но давайте все же не будем так

строги и в вылитую бочку дегтя доба-

добавим хотя бы малюсенькую ложечку

меда. Будь популярная литература
аосолютнобезгрешной и неуязвимой —
она нз интересного собеседника и не-

ненавязчивогоучителя превратиласьбы

в догму, которая требует не понима-

понимания, а зубрежки. Л этим, спасибо, мы

сыты по горло! Лучшебудем считать,

что все эти неполадки в задачах даны

специально, дабы отучить нас от сле-

слепого преклонения перед авторитета-

авторитетами, а заодно развить наше внимание

цепкость и умение зрить в корень. И за

это — лишний раз спасибо корифеям
популярной математики!
Данная статья всясоздананаоснове

таких задач. Где-то получается ннте-



ресноеразвитиетемы, где-тодвусмыс-
двусмысленное толкование позволяет полу-
получить неожиданное решение, где-то за-

задача может быть решена проще н эф-
эффективней. Думается, разбор таких

случаев подвигнет читателя насамос-
самостоятельный поискв этой же области, и

притом с немалыми шансаминауспех.

Корифеи
— тоже люди, а людям, к

счастью, свойственноошибаться. Дер-
Дерзайте!

Задача 1 (СЛойд) В ряд стоят
три мальчика, на груди которых на-

написаны большие цифры: 3» 1 и 6.

Каким образом надорасположиться
этим мальчикам, чтобы эти цифры
образовали число, делящееся на 77

Правильныйответзаключается втом
чтобы третий мальчик стал на руки
впереди первыхдвух, в результате чего

образуется число 931 делящееся на 7.

Любыедругие перестановки ни к чему

не приводят. А вот на той же основе

другая задача: какэтим мальчишкамс

еще меньшими затратами энергии об-

образовать число, делящееся на 27?

Задача 2 (С ЛоЙд) Мальчик Том
погнался за свиньей. В начальный

момент он находился в 250 ярдах к

югу от нее. Свинья бежит все время
на восток, а Том в каждый момент

движется прямо на свинью. Допус-
Допустим, Том бежит в 4/3раза быстрей
свиньи. Какой путь пробежал Том,

прежде чем ему удалось поймать

свинью?

Лойд утверждает, что сначала сле-

следует определить расстояние, которое

пробежал бы человек до того, как

схватить свинью, если бы свинья н

человек бежали вперед по прямой. К
этому расстоянию надо прибавить
расстояние, которое пробежал бы че-

человек до того, как схватить свинью,
если бы оба бежали, иоуже навстречу

Другдругу. Разделив полученный ре-

ЛИСТАЯ КЛАССИКОВ...

зультат на 2, найдем искомый пробег

Тома. В нашем случае он оказывается

равен 571у ярда.

Конечно, от такого решения (да и

решения ли?) у читателя могут глаза

вылезти на лоб, но он наверняка будет
поражен еще больше, узнав, что ответ

этот — верный! Кто не верит, может

найти его другим путем (в «Кванте»

неоднократно писалось, как это де-

делается). Что ж, победителей не судят.
Так что воздержнмея от дальнейшей

критики н зададимсялучше вопросом:
можно лн, не нарушая условия, пой-

поймать свинью быстрее?
ЗадачаЗ(Я.Перельман). Яддороэ-

весить 2 кг сахарного песку на 200-

граммовые пакеты. Имеется только

одна500-граммовая гирядаеи{емоло-

молоток весящий 900 г. Как получить все

10 пакетов, пользуясь этой гирей и

молотком?

Автор предлагает такой способ.

Сначала кладут на одну чашку моло-

молоток, надругую
—

гирю истолькосаха-

сахара, чтобычашкиуравновесились; ясно,
что насыпанный на эту чашку песок

имеет массу 400 г. Ту же операцию
выполняют еще 3 раза; остаток песка

имеетмассу как раз столькоже
— 400г.

Теперь остается только каждый из

пяти полученных 400-граммовых па-

пакетов разделить пополам, надва рав-
равных по весу пакета. Делается это без

гирь очень просто: рассыпают 400 г

сахара вдва пакета наразных чашках,
пока весы неуравновесятся.

А можно ли выполнить требования
условия, если гиря отсутствует, а име-

имеется только молоток?

Задача 4 (Я Перельман)
— Скажи-ка,дедушка, какого воз-

возраста твой сын?

— Емустолькожеc^HXidyteeoK сколь-

сколько внуку дней.

г

— Лвнук в какомвозрасте?
— Емустолькожемесяцев, сколько

мнелет.

— Сколькожетебе-то?

— Троимвместеровно 100лет. Вот

и смекай, сколькокаждому.
Смекнуть, конечно, нетрудно, но

давайте предположим, что этоеще не

задача, а только присказка. А сама

задача такова. Впоследствии дед ут-

утверждал, чтотакой разговор происхо-

происходил летом 1924 года, сын — что весной

1925 года, авнук
- чпгозимой1926года,

но лишь один из них правильно на-

назвал год, н одни
—

время года. Когда

же состоялась эта беседа?

Очень важное примечание: Перель
мание ошибся!

Задача5 (Б.Кордемский) Вотдва

четырехзначных числа, обладающих
интересным свойством: 3025ш

=C0+ 25K и 9801 = {98+0tK. Найди-

Найдите еще одно такое число.

Здесь условие ясно и сомнений не

вызывает, но решение... Автор честно

признается, что попросту (ничегосебе,
попросту!) перебрал н проверил в<е

четырехзначные квадраты, атаковых

ни много, ни мало
— 68 штук! Сизифов

труд, особенно если учесть, что при

первом опубликовании этой задачи (в

пятидесятыегоды) калькуляторовеще
не было. Нельзя ли решить задачу,

уменьшив переборхотя бы в 5—6ра ?

Задача 6 (М.Гарднер). Из обыч*

ной карточный колоды в 52 листа

надо выбрать 9 карт так, чтобы из

нихможно былосложить магический

квадрат с наибольшей постоянной
(т.е. суммой цифр, одинаковой по

всем вертикалям, горизонталям и

обеим диагоналям). Тузоценивается
в 1 очко, валет — в 11, дама — в 12,

король — в 13.

Оказывается, эта наибольшая пос-

постоянная равна 36:

К

в

д

в

д

к

д

к

в

При решении явно чувствуется, что

эта задача «недоделана»: ведь посколь-

поскольку в колоде аж 52 карты, то можно

также попытатьсчастья с магическими

квадратами 4x4, 5x5, 6x6 н 7x7.

Какая наибольшая постоянная воз-

возможна в этих случаях?



Ответы и решения
Задача 1. Поначалу задача кажется

неразрешимой. Действительно, как

мальчиков ни переворачивай (хоть кла-

клади на бок1), ничего, кроме известного

уже превращения шестерки в девятку,
не произойдет, поэтому сумма цифр ре-
результата равна либо 3+1+6=10, либо
+1+9-13 Ни одно из этих чисел не

делится на 9, поэтому (в соответствии

с признаком делимости на 9) никакое

число, составленное из имеющихся

цифр, также не сможет делиться на 9.
А поскольку 27 делится на 9, то и

решения нет.

И все-таки есть! Для этого первому

мальчику надо всего лишь... присесть.

Тогда его цифру можно рассматривать

как основание, а остальные две
— как

показатель степени. В результате полу-

получаем число 3", которое, без сомнения,
делится на 27.

Задача 2. Свиньюможнопойматьбыст-

рее, если учесть... шарообразность Зем-
Земли! Конечно, имеется в виду не погреш-

погрешность от замены сферы плоскостью —

при радиусе нашей планеты 6400 км и

жалких сотнях ярдов пробега сколь-

нибудьзаметных отличкй не будет. Дело
в другом: координатная сетка Земли —

система параллелей и меридианов, при-

причем параллели представляют собой ок-

окружности, радиусы которых убывают

подорепрнблнжеюыкполюсам. Бегже

свиньи мы восток — это как раздвижение

по параллели. Если мы перенесем место

действия на Северный полюс (бррр...),
то при достаточномалом радиусеокруж-

окружности евшая будет почти что топтаться

на месте, попирая йогами земную ось. А

путь Тома превратится почти в прямую

линию с длиной» равной первоначально-
первоначальному расстоянию, т.е. 250 ярдов. Таким

образом, удастся догнать жертву быст-

быстрее в 571 у-250 « 2,29 раза. Весомое до-

достижение!

Кажется невероятным, что его мож-

можно превзойти — ведь для этого путь

Тона должен стать меньше первоначаль-

первоначального расстояния, разделяющего его со

Рис.1

КВАНТ - I 9 9 5 / J* 3

мсьей И все-таки это возможно, если

перенестись на Южный полюс. Пусть в

начальный момент Том и свинья нахо-

находятся по разные стороны от полюса

(тогда Тон, в соответствии с условней,

будет находиться все же к югу от

свиньи, ибо свинья, посмотрев точно на

юг, увидит там своего преследователя).
Если радиус окружности подобрать так,
чтобы Том поймал свинью еще до того,
как она пробежит половину окружнос-

окружности, то он поймает ее на встречном кур-
курсе, так как свинья сана побежит к Тому,
хотя и ке по прямой (все это иллюстри-

иллюстрирует рисунок 1, на котором точкой Л

обозначен полюс, точками Т и С

исходные позиции участников, точкой

А — место встречи). Надо сказать, что

эту задачу чисто теоретически решить

не удалось, и пришлось использовать

компьютер (читатели, также имеющие

компьютер, могут лично \Леднтъся в

справедливости изложенного ниже).
Оказывается, если радиус окружности
равен 54.3 ядра, то путь Тома составит

всего лишь 167 ярдов, а это в 3,42 раза
меньше первоначального!
Задача 3. С одним молотком, без

гири, задача решается, кажется, ?ще
проще. Отвесим от исходного количест-

количества сахара два раза по 900 г, и останется

200 г. Используя эти 200 г как эталон

— этакуюсахарную двухсотграммовую

гирю
— отвешивагн еще 9 пакетов но

200 г.

Задача 4. Исходное pememie задачи

Я.И.Псрельмаиа вполне очевидно. Если

внуку
— jc лет, то сьпгу 7х лет, а деду

—

12jc лет. Вместе это составляет t00 лет,
и потому х ¦ 5, т.е. внуку

— 5 лет, сыну
— 35и деду

— G0 лет, причем, согласно

примечанию, это решение верное (Пе-

рельмаи не ошибсяI).
У нас и без того не было бы оснований

сомневаться в результатах, если бы ие

одно обстоятельство. Если взять любой

промежуток времени продолжитель-

продолжительностью в 5 лет, то в нем окажется либо

1, либо 2 високосных года, т.е. 5 лет

составляютлибо 365 ¦ 5 +1, либо 365 ¦ 5+2

дней. Таков возраст внука ы днях. Сын

прожил в 7 раз большедней, т.е. соответ-

соответствию Л1бо 365-35+7, либо 365-35+ 14

дней. С другой стороны, сыну 35 лет. н

среди любых 35 лет либо 8, либо 9

високосных лет. Но тогда сыну должно

быть либо 365-35 + 8. либо 365-35+9

дней, что никак ие согласуется с его

возрастом в днях, подсчитаннымдругим

способом.

Конечно, можно возразить: когда го-

говорят, что человеку, например, 35 лет,
это означает лишь, что его 36 Й день

рождения еще не наступил поэтому

противоречил нет. Такое возражение

правомерно, но не для данной задачи,

потому что когда в условии речь идет о

числе прожитых дней, то необходимо
все вычисления производить с точностью

до одного дня (и не ниже!) Вот если

бы было просто сказано, что сын ш 1

раз старше внука
—

тогда другое дело.



ЛИСТАЯ КЛАССИКОВ...

Отвергнув сей аргумент, вернемся к

решению. Как жепримиритьнесогласу
ющнеся результаты? В качестве мкрот-

ворца-посреднкка выступает 1900-Й год,

который небыл високосным! Поскольку
разговор происходил лнбо в 1924. либо
в 1925 либо в 1926 году, то сын заведо-

заведомо родился в XIX веке и «захватил»

1900-й год» вследствие чего ои прожил

на 1 день меньше, чем было подсчитано

ранее те лнбо365 35+7,либо365 35+8
дней. Как видно, первое значениесовла-
совладает с первымзначением возраста внука

в днях, увеличенным в 7 раз.

Попробуем определить год разговора.
Если он состоялся в 1925 году, то сын

родился в 1690 году, н за этот период,
как легко убедиться, прошло 8 полных
високосных лет A892,1896,1904.1908.
1912, 1916. 1920 и 1924). По той ж

причине отвергаем н 1926 год, так как

тогда год рождения сына
— 1891,нвэтот

промежуток попадают те же 8 високос-

високосных лет. Остается последняя возмож-
возможность: разговор происходил в 1924 году
(и год рождения сына

— 1889) Ноесли

этобыло весной или летом 1924 года, го

в число прожитых сыном лет войдет 29

февраля 1924 года, т.е. снова получится

8 високосных лет. Поэтому разговор
обязан был произойти только в январе
или феврале 1924 года, т.е. энмой Л вот

н пример, подтверждающий непротиво-

непротиворечивость ситуации. Пусть разговор со-

состоялся 1 января 1924 года в 22м (время
указано для еще большей четкости).

Внук родился I января 1919 года также
в 22м. В момент разговора ему исполни-

исполнилось как раз 5 лет, либо60 месяцев, либо

(нетрудно проверить) 365-5+1 дней.
Сын родился в 22* 1 января 1889 года,
и ему исполнилось 35 лет, чтосоставляет

365 35+ 7 дней, и это составляет ровно
столько же семидневок (т.е. недель),
сколько внуку дыей. Ну, а деду столько

же лет, сколько внуку месяцев, т.е. 60

(число дней, прожитых дедом, нас не

интересует), н родился он в 1864 году

(разумеется, тоже 1 января в 22м).
Сумма кх возрастов составляет ровно (и
даже очень ровно) 100 лет.

Итак, год разговора A924) правильно
назвалдед а время года (энму) - внук.
Задача 5. Обозначим двузначное чис-

число, образованное первыми двумя циф-
цифрами искомого четырехзначного числа,

через х, а число, образованное вторы-
вторыми двумя цифрами (это, прайда, может

оказаться н однозначным) — через у
Тогда очевидным образом получаем

уравнение

1

12

11

13

11

13

10

12

12

1

12

11

13

11

13

10

11

13

12

6

9

1

7

10

13

10

9

9

8

12

13

11

12

10

12

6

9

1

11

8

13

И

1

8

8

5

9

7

5

1

11

8

13

6

8

11

5

13

1

10

7

7

2

12

6

7

12

6

9

10

10

13

9

12

9

6

5

6

13

2

1

5

13

1

9

10

12

3

2

5

10

11

2

1

11

9

7

10

8

7

13

4

12

1

6

4

3

9

8

12

8

7

3

13

8

9

7

6

5

10

3

6

5

4

11

12

Рис.2

ство 2500-99^20, откуда у?25 Как

вид) о перебор уже сократился до 26

чисел (от 0 до 25 включительно). Но н

это не предел. То же подкоренное выра-
выражениед лжнобытьквадратом Запишем

его в виде 2500-99^-100B5 у)*у.
Отсюда следует, что последниедве циф-
цифры квадрата представляют собой число

у. А, как известно последние цифры
квадрата не могутбыть произвольными.

Например, квадрат не может оканчи-

оканчиваться цифрой 2, 3, 7 или 8. Это позво-

ляетотбросить значения у ж2,3,7,8,12.
13, 17, 18, 22 н 23. Кроме того, если

квадрат оканчивается нулем, то пред-
предпоследняя его цифра

- тоже ноль. Поэ-

Поэтому отбрасываем также у
ш 10 н 20.

Малотого, если квадрат оканчивается на

5, то предпоследняя цифра — только 2.

Как следствие отбрасываем у - 5 и 15.

Наконец, проанализировав равенства

AОА±1)'-1О0*'±2ОА+1

Отсюда х«SQ-у±^2500-99у. Чтобы

подкоренноевыражениебылонеотрица-
неотрицательным, должновыполняться неравен

выясним, чтоесли последняя цифра квад-

квадрата нечетна, то предпоследняя
—

непре-
непременно четна Это отсекает еще два чис-

числа: у «11 и 19. Что осталось? Только 10

чисел: у - 0, 1, 4, 6. 9, 14, 16, 21. 24 и

25. Перебор, как видно, сократилсядаже
более чем в 6 раз: с 66 четырехзначных
до 10 одно- и двузначных чисел. Не-

Неплохо! А теперь осталось провести пря-

прямую проверку.

Что же выясняется? Только в трех

случаях подкоренное выражение явля-

является квадратом:

1) ут 0 Тогда х - 0 и 100. но ни одно
из этих чисел не является двузначным.

2) у« 1. Тогда х - 0 н 98. Первое
значение не двузначное, а второедано в

условии (ему соответствует 9801).

3) у=25.Тогдах=20и30. Второедано
в условии (ему соответствует 3025), а

первое не былоизвестно, н потому имен-

именно оно дает ответ: 2025* B0 + 25)л
Задана 6. Рассмотрим квадраты по

порядку:
О 4x4. Этот квадрат содержит 1э

клеток. Если взять 16 карте наибольший

достоинством (все короли, дамы, валета

н десятки), то сумма нх значений равна
4-03+ 12 + II + 10) - 164, поэтому

сукна в каждой строке квадрата не мс-

жет превысить 164. 4 ¦ 46.

2) 5x5.Этот квадрат содержит 2S

клеток Если взять 2S карт с наибольшим

достоинством (ьсе короли, дамы, вале-

валеты, десятки, девятки, восьмерки иодн /

семерку), то сумма их значений равна

4-Ш-* 12+ II ¦ 10 + 9 + 8) + 7-2Ж.

поэтому сумма в каждойстроке квадра! а

не можетпревысить 259:5* 514-. Таким
образом максимальноедопустимое зна-

значение суммы
— 51.

3) 6x6.Этот квадрат содержит 36
клеток. Если взять36 карте наибольшим

достоинством (все короли, дамы, вале-

валеты, десятки, девятки, восьмерки, семер-

семерки, шестерки н пятерки), то сумма их

значений равна 4 A3 + 12+11 + 10 + 9 +

+ 8 + 7 + 6+ 5) = 324. поэтому сумма •

каждойстроке квадрата неможетпревы-
превысить 324 : 6 - 54.

4) 7x7.Этот квадрат содержит 49

клеток. Если взять 49 карт с наибольшим

достоинством (все, кроме трех тузов
то сумма нх значений равна 4A3+12 +

¦ 11 +10+ 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 +2)«-
+ 1 н 361, поэтому сумма в каждой

строке квадрата не может превысить

361 7 » 51Z Таким образом, максималь-

максимальное допустимое значение суммы
— 51.

То, что все эти квадраты можно па

тронгь, показывает рисунок 2. Как вил

но, получился весьма неожиданный ре-

результат, наибольшая сумма, вопреки
ожиданиям, достигается для квадрата
6 х 6, а не 7 х 7. Но отчего при перехоле
от квадрата 6x6 к квадрату 7x7 эта

суммауменьшилась? Дело вследующем.

Сумма чисел в каждой строке раина
обшей сумме, деленной на количество

строк. Как видно, возросла и общая

сумма, и количество строк, ко сумма

возросла «слабее» поскольку добаа
лись карты самого мелкогодостоинств

Вот и получилось снижение суммы но

строкам.



КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

АТАК ЛИ ХОРОШО ЗНАКОМ ВАМ

электрический заряд?
ЕСЛИ

вы ответили «да»

значит» почувствовали

что у Фраихлнна речь
идет именноо нем — о заряде.

А термин «количество элек-

электричества» появился в связи с

представлением о заряде как

опекой жидкой субстанции,
способной перетекать с одного тела на

другое и сообщатьим свойство притяги-
притягиваться или отталкиваться. Так это н

закрепилось в языке — например, мы

говорим: «заряд стекает», «токтечет»

нт.д.

Л вот воззрения наши на природу

электричества за два с полоешюЙвскл,

пришедших со времени ольлов Фран-
Франклина, существенно изменились Были

открыты мельчайшиечастицы «ответ

стьепные» за перенос заряда, обнару-
обнаружено «участие»

заряда а неизвес-

неизвестных ранее мик-

микроскопических

процессах в ато-

атоме н его ядре,

создано несколь-

несколько сменивших

друг друга тео-

теорий, объясняю-
объясняющих не только

электрические,

но н родственные

им магнитные яв-

явления. Понятие

электрического

заряда, занимая в

зггихтеориях цен

тральное место,

остается приэтом не менее загадочным,

чем сотни лет назад.

Тем не менее, огромный опыт челове-

человечества, приобретенный от «общения» с

электрическими зарядами, поможетнам

и соголня
— в решении как самых про-

простых, так и более сложных задач.

Наэлектризуйте шар, ипробковая
горошина отлетитприблизительно на

четыре-пятьдюймов взависимости

отколичества электричества,

Бенджамин Франклин

Вопросы и зада и

I Изолированномупроводящемутелу
сообщили положительный заряд. Из-
Изменилась ли при этом его масса?

2. Натонких шелковых нитях подве-
подвешены две одинаковые легкие гильзы,
одна из которых заряжена. Как опреде-
определить, какая именнозаряжена, не поль-

пользуясь никакими приборами?
3. Можноли на концах стеклянной

палочкисоздать разноименныезаряды?
4. Каковзнак заряда шара, изобра-

изображенного на рисунке 1?

5. Положительнозаряженная стек

лянная палочка притягивает подвешен-

подвешенный на нити легкий проводящий шарик.
а) Можно лн отсюда заключить, что

шарикзаряженотрицательно
б) Следуетли из отталкивания

этой палочкой шарика что он

заряжен положительно?

6. Как,имея электрический
заряд, получитьзаряд другого
знака?

7. Можноли передать весь

заряд с одного проводника на другой?
8. Полый латунный шарА с неболь-

небольшим отверстием заряжен положитель-

положительно, как показано на рисунке 2. Зарядит-
Зарядится ли металлический шар В. если его

соединить проволокойс внутренней по-

поверхностью шараА ?

9. Если зарядить проводник Л, то на

проводнике Ввозникают индуцирован-
индуцированные заряды, а если зарядить проводник
В, то на проводникеА заряды не возни-

возникают. В каком случае это возможно?

10* Два одноименно заряженных ме-

металлических шараодинаковогодиамет-

диаметра приводят в соприкосновение. Как

© л

Рпс. 1 Рис.3



распределятся заряды на шарах если

один кз шаров полый?

11. Положительнозаряженный шар
А индуцировал заряды на незаряжен-
незаряженном проводнике BCt как показано на

рисунке 3 После этоголевую половину
проводникаВСcocjy шли с незаряжен-
незаряженным шаромЛ- Калов знак заряда, при-

приобретенного этим шаром?
12. Зачемпри промышленном изго-

товлеикн пороха его обволакивают по-

порошком графита?
13. Листочкиэлектроскопа расхо-

расходятся при приближения к его стержню

наэдектриэаваюгойпалочхнещедотого
как она коснется стержня. Не противо-

противоречит ли это закону сохранения заряда?
14. Вчем суть различия между явле-

явлениями внешнего н внутреннего фотоэф-
фотоэффекта?
15. Какимобразом крн 0 -распаде из

ядра радиоактивного вещества может

выбрасываться электрон, когда в со-

состав ядра входят только протоны н

нейтроны?
16. Чемотличается по составу ядро

легкого изотопа гелия от ядра сверхтя-
сверхтяжелого водорода?

17. Почемув камере Вильсона летя-

летящий протон оставляет видимый след, а

летящий нейтрон нет?

М кроопыт
Потрите газетой детский воздушный

шар, приблизьте его к потолку и отпус-
отпустите. Шар останется висеть у потолка,

и это может продолжаться долгое вре-

время. Почему?

Любопытно,что...
.,.впервыеисследованием способнос-

способности янтаря электризоваться занялся зна-

знаменитый древнегреческий философ
Фалес МнлетскнЙ Полегенде, его вни-

внимание к этому вопросу привлекладочь

заметившая, как прилипаютк янтарно-

янтарному веретену шерстинкивовремяпряжи.

...французский ученый Ш.Дюфе
введший понятиеодвух родах электри-
электричества, назвал их «стеклянным» н «смо-

«смоляным». «Первое, — писал он,
— появ-

появляется на потертых стекле, кварце,

драгоценных камнях, волосах живот-

животных, шерсти. Второе — на потертых

янтаре, шелке, пряже, бумаге...»
. ..один из первых приборов, поэволя-

ющнхизмеритьэлектрический заряд, —

электрометр изобрел русский фнзкк
Г Ркхман Увы Ркхмалпогнбпрн изме-

измерении электрометром заряда конденса-

конденсатора от молнии, ударившей в шест его

«громовой машины».

...научнаясудьба Б Франклина
оказавшего огромное влияние на

изучение электрических яиденлй „

весьма необычна. Он небыл физи-
физиком ни по образованию, ни по роду
деятельности Собсгиашоэлсктрн-
чееккм исследованиям ои посвя-

посвятил всего около семи лет жизни.

...о том, что должен существо-

существовать наименьший в природе злек

трнческий заряд, догадывались

давно. Эти подозрения, а также

уверенность в том, что «электри-

«электрические частицы» как-то связаны с

атомами, укрепились после опы-

опытов М Фарадея по электролизу. А
понятие электрона как минималь-

минимального неделимого зарядабыло вве-

введено лет за 25 до открытия элек-

электрона как частицы.

.. .весьма чувствительные эксперимен-
эксперименты, проведенныедля выяснения разли-

различия в величинах зарядов протона н

электрона, позволяют заключить, что

эти заряды равны с точностьюдо 10~31.
когдав 1963 году из глубин Ислан-

Исландского моря поднялся вулкан, образо-
образовав новый небольшой островок, в тем-

темных облаках над вулканом засверкали

яркие молнии. Дело было в том, что

раскаленная лава попаяв море, подни-

поднимала вверх облака положительнозаря-
заряженного пара. После соответствующе-
соответствующего накопления зарядаоблака разряжа-

разряжались в море причем, в отличие от

обычной молнии, электроныдвигались

вверх по каналу разряда.

.„электростатические эффекты, за-

зачастую служащие помехой, например
при транспортировке хлеба в элеватор,
могут играть н положительную роль.

Так, абразивное зерно помещается под
намазанной клеем бумагой н подскаки-
подскакивает, прилипая к ней. благодаря элек-

электростатическому притяжению, созда-

создаваемому в нужном несте

...с точки зрения элеетростатнетикн

любой атом как система положительно
и отрицательно заряженных чаепш не

может быть устойчивым. Но так как

громадное большинство атомов устой-
устойчивы, приходится считать атом систе-

системой динамической, т.е. приписать либо

протонам, либо электронам непрерыв-
непрерывное движение

...для того чтобы удалить электрон
из металла, необходимопреодолетьсилу

притяженияположительных ионов. Это-

Этого можнодостичь увеличением темпера-

температуры
— явлишетермоэлектронной эмис-

эмиссии, бомбардировкой металла электро-
электронами — явлениевторичной электронной
эмиссияилидействием света — явление

внешнего фотоэффекта.

Что читать в «Кванте»

об электрическомзаряде

{публикации последнихдет

\.<Громоотвод, политика и. шляп-

шляпки* - 1989, *Ь 1,с. 13;
2. 4Альфачастицы и опыты Реэер-

форда* - 1989, Nt 3, с. 49:

3. «Заряженнаяповерхность жид-
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Публикуемаяниже заметка «Старинное оружие» предназначена
девятиклассникам, заметка «Парадоксыпостоянного магнитного
поля» —десятиклассникам, «Волны на пляже, Солнце в небе и

многоедругое» — одиннадцатиклассникам.

ной скорости (это подтверждает разум-
разумность вычислений).

Размерный коэффициент пропорцио-
пропорциональности к обычно записывается в

виде

Старинное оружие
В. ДРОЗДОВ

"\7 (УТЯ лук и стрелы лавно уже пере-
/\рестэь1н быть оружием, перейдя в

область спорта н детских игрушек, при-
приведенная дальность стрельбы из бое-
боевого лука на первый взгляд может пока-

показаться неправдоподобно большой. Прав-
Правда относительно недавно газета «Извес-

«Известия* рассказивччла о попадании в «ель

из лука с расстояния 536 м. Для сравне-
сравнения заметим что стрела нз самодельного

лука пролетает примерно 50 м.

Проверим возможности боевого лука
с помощью законов физики. Нужные
для расчетов величины, характеризую-

характеризующие лук и стрелы, возьмем кз литерату-

литературы. Обычно луки классифицировались
по силе F, необходимой для их полного

натяжения. В британских единицах раз-

различались луки малого, среднего и боль-

большого натяжения. В современных еди-

единицах это соответствует силам натя-

натяжения 648 , 864 и 1079 И. Длина

стрелы / составляла, как правило, от 60

до 100 см, а ее диаметр d — соответ-

соответственно от 0,5 до 1,2 см.

Будем считать лук упругим телом,
подчиняющимся закону Гука. Тогда по

закону сохранения энергии имеем

mil F(l-h)
~"

Г 

где ц>
— начальная скорость стрелы

массой то, А — максимальный прогиб

лука (пусть, для определенности, А ¦

*//2). Очевидно, что сопротивление

воздуха играет весьма важную роль при

полете стрелы (иначе зачем делать ей

оперение?). Однако точно учесть со-

сопротивление воздуха очень трудно, так

что придется делать оценочный расчет,

результат которого все же не будет
отличаться от истинного в «разы»

Оцениммаксимальнуюдальность поле-

полета стрелы L, исходя из следующих

соображений. Известно, что в отсутст-

отсутствие сопротивления воздуха максималь-

максимальДальность эффективной стрельбы
из лука 100—150 м (на состязаниях

она доходила до 900 м).
БСЭ. том 25

иая дальность полета тела, брошенного
под углам к горизонту, равна i$/g
(проверьте это). А максимальная высо-

высота подъема тела, брошенного вертикаль-
вертикально вверх с той же начальной скоростью,

равна i? /Bg), т.е. вдвое меньше. При-
Примем, что такое же соотношение сущес-

существует к при наличии сопротивления воз-

воздуха (это разумно, поскольку сопролю-

ление уменьшает обе эти величины).
Итак, пусть тело брошено вертикаль-

вертикально вверх. Наибольшую высоту подъема
Н ияилем из закона сохранения энергии

mgll
- *Л.

где А — работа силы сопротивления

воздуха при вертикальном подъеместре-

стрелы. При достаточно быстром, хотя и

далеком до скорости звука, движении

стрелы силу сопротивления воздуха
можно считать пропорциональной квад-

квадрату ее скорости: F€ = ki?. Поскольку
мы лишь делаем оценки, нет смысла

точно вычислять работу А. Положим,
что

где

M
2

— «среднее» значение силы сопротивле-
сопротивления воздуха. Тогда получим

Значит, максимальная дальность полета

стрелы равна

Легко проверить, что хотя величина ц,
входит и в числитель, н в знаменатель,

максимальная дальность полетастрелы
монотонно возрастает с ростом началь-

начальгде р
— плотность среды. 5

— макси-

максимальная площадь сечения тела плос-

плоскостью, перпендикулярной его скорос-

скорости, с — безразмерная величина, обычно

меньшая чем 1. Заметим, что, пропор-

пропорциональность силы сопротивления про-

произведению qSv2 можно установить, на-

например, из соображений размерностей.
(Л можно н вывести более строго. См.,
например, статью А Гросберга в этом

номере журнала.
— Прим. ред.) Из

опыта ясно, что если вектор скорости

стрелы совпадает с нею, то сопротивле-

сопротивление воздуха минимально, при это*

S = nJ2 / 4. Если вектор скорости стре-
стрелы перпендикулярен к ней, то сопро-
сопротивление воздуха максимально —

при
зтом S = Id. Во время полета стрелы,

пущенной из лука, угол между стрелой
и ее скоростью меняется с течением

времени. Какую же величину 5 взять

для расчета? «Сбалансируем» сомно-

сомножители си S так: пусть с ¦ I, a

S»nd*/A.
Отметим, в связи с этим, что наконеч-

наконечник стрелы играл-двоякую роль. Он не
только является «боеголовкой» стрелы,
но к увеличивает дальность полета,

уменьшая угол между стрелой н ее

скоростью. (Это легко проверить нз

опыте.)
Возьмем для расчетов, результаты

которых приведены в таблице, три лу-

лубовые стрелы: «малую» (/ = 60 см.
dm 0,5 см, масса наконечника 3 г) для

лука малого натяжения, «среднюю»

(/ = 80см.** ,85см.масса наконечни-
наконечника 4 г) для лука среднего натяжения и

«большую» (/= !00cM,d= 1,2 см, масса
наконечника 5 г) для лука большого
натяжения. Видим, что дальность поле-

полета стрел, указанная в начале статьи,

вполне реальна

?

т, г

Стрела

малая

11.24

131.5

885

средняя

35.76

98.3

655

большая

«.13

80.1

509.6



КВАНТ

Парадоксы постоянного
магнитного поля

П. КУЗЬМИН

ТУ* ОНЕЧНО же, вы знаете о том, что

?\ магнитноеполе — это то, что возни-

возникает вокруг проводника с током и

способно притягивать другой провод-
проводник, если по нему тоже течет ток, или

отталкивать его, или вообще двигать

куда-то в сторону (смотря по тому, как

этот второй проводник н его ток направ-

направлены). А почему, собственно, проводни-
проводники с постоянным током вдруг начинают

действоватьдруг на друга? Согласитесь,
есть что-то не совсем понятное в этих

магнитных силах.

Посмотрите, как просто выглядят за-

закон всемирноготяготения и закон Куло-
Кулона и как похожи друг на друга формулы
этих законов! Силы гравитационного и

электростатического взаимодействии

направлены по прямой, соединяющей
массы или заряды, а величины сил в

обоих случаях обратно пропорциональ-
пропорциональны квадратам расстояний. Правда, есть

и различия
—

заряды могут не только

притягиваться, но к отталкиваться. А

самеж главное сходство в том, что эти

силы связывают между собой матери-
материальные объекты — носители массы или

заряда.

Совсем другое дело с магнитным пол-

полем. Здесь взаимодействуют токи. А что

такоетоки? Всего лишьдвижения заря-

зарядов в одном направлении. Получается
что взаимодействуют как бы движения,
а не тела. Правила этих взаимодейст-

взаимодействий — выражениедлясилы Ампераплюс

правило левой рукн
— тоже никак не

похожи на законы электростатики и гра

внтацнн И совсем уж странные вещи

начинаются, если копнуть чуть глубже.
Вот — два примера.

О Представим себе длинный прямой
проводник, по которому течет ток /

(рис.1). Пусть этот проводник элек-

электростатически нейтрален, и пусть вдоль

негодвнжетсяэаряжеш1ая частица. Нос

кольну эта частицадвижется направлен-
направленно и, значит, является сама по себе

Рис.

Когда съедаютбублик кудадевает-

сядырка?

Загадка

электрическим током, на нее состороны

проводника действует магнитная сила,

которая притягивает частицу к провод-

проводнику или отталкивает ее
— в зависимости

от направлений тока и движения части-

частицы. Если частицадвигалась по инерции

то ее траектория, конечно, искривится в

сторону проводника или от него, что

можно наблюдать в опытах. Как будто
бы все просто н понятно.

А теперь представим себе, что мы не

сидим и смотрим на все это, а движемся

в маленьком вагоне вдоль проводника с

током, причем со скоростью v, как у

нашей заряженной частицы. Как гово-

говорят в таких случаях, перейдем и другую

систему координат. Частица теперьдля

нас неподвижна, она больше не ток.

Значит, магнитные силы на нее не дей-

действуют? А куда же ониделись? Ведь не

может же быть, что в одной системе

координат проводник притягивает час-

частицу, а в другой — нет. Должно же

меняться расстояние между проводни-

проводником н частицей, как вначале.

Заметим, однако, чтотеперь мимо нас,

сидящих в воображаемом вагоне, дви-

движется провод1нк с током. Это и поможет

нам разобраться в ситуации. Правда,
придется воспользоваться одним из за-

законов теории относительности, который
состоит в том, что с точки зрения непод-

неподвижного наблюдателя в любом движу-

движущемся объекте сокращаются все линей-

линейные размеры в направлении движения.

При скоростях, близких к скорости све-

света, эти сокращения могут быть заметны

«на глаз», а при обычных скоростях

электронов в проводниках (это доли

миллиметра в секунду) эффекты сокра-

сокращений очень-очень малы, но именноони

все и объясняют в нашем случае.
В исходной ситуации, когда провод-

проводник с током мы считали неподвижным,

на самом деде была неподвижна только

сто кристаллическая решетка, а элек-

электроны проводимости, которые н обус-
обусловливают ток вобычных проводниках,
двигались все в одном направлении, со-

создавая ток. Тессерь попробуем двигаться
вместе с электронами, так чтобы оин в

нашей новой системе координат стали

неподвижными. Для определенности

будем считать, что скорость нашей но-

новой системы координат, т.е. скорость

движения электронов, равна исходной

скорости vдвижениязаряженной часта

цы. Кристаллическая решетка в этой

системе координат движется, создавая
ток. Что изменилось? Положительно

заряженные ядра атомов в кристалли-
кристаллической решетке теперь для нас направ-
направленно движутся, н следовательно, рас-
расстояния между ними чуть-чуть меньше

исходных Это означает, что плотность

положительных зарядов увеличилась.

Электдоиы, наоборот, двигаться направ-
направленно перестали, значзгг, пропалэффект
сокращения расстояний н их плотность

уменьшилась. Таким образом, в движу-
движущейсясистеме координатпроводникстал

положительно заряженным! И в точке,
где находится заряженная частица, он

должен создавать электрическое поле.

Самое интересное во всем этом то, что

возникшие электростатические силы,
если произвести все расчеты, оказыва-

оказываются в точности равнымитем магнитным

силам, которые мы, чуть было, не поте-

потеряли. (Тех, кто заинтересовался расче-

расчетом, мы отсылаем к замечательной шшге

«Фсйкмановские лекции по физике»
(т. 5, с.266). выпущенной издательст-

издательством < Мир» в 1966 г. — Прим.ред.) Они-
то теперь н действуют на нашу заряжен-

заряженную частицу. Ках ин малы эффекты
сокращения расстояний, но электронов
в металле очень много, н их суммарный
заряд как раз подходит для того, чтоб

все сошлось.

Удивительное превращение? Получа-
Получается, что электрическое н магнитное

поля не существуют отдельно, а для

разных наблюдателей одно и то же поле

может проявляться как магнитное или

ках электрическое или как их смесь в

самых разных пропорциях

2) Пусть есть дваочень длинных про-

проводника (рис.2), к которым где-то дале-
далеко слева подключен источник тока плю-

плюсом к одному проводнику, а минусом
-

к другому. И пусть па этих проводниках

перпендикулярноимлежитперемычка
—

неважно, скользящая без трения или

закрепленная, поскольку мы будем рас-
рассматривать толькомагнитныесилы. Ток

течет по верхнему проводнику вправодо

перемычки, по перемычке вниз и от

перемычки поннжлемупроводнику вле

во. Как направлена магнитнаясила, дей-

действующая на перемычку? Как напрдвле-

Рис 2



вы магнитны* силы, действующие со

стороны перемычки ка параллельные

проводники?
Дляответа на эти вопросы воспользу-

воспользуемся праандом буравчика, законом Ам-
пера к правилом левой руки Из них

найдем, что ток, текущий по длинным

проводникам, создает около перемычки
магнитное поле, направленноеотчитате-

читателя за рисунок, значит, на перемычку

девствует сила, направленная вправо.

Перемычкасоздаетоколодлинных про-

проводников магнитное поле, направленное
в ту же сторону, следовательно, на вер-

верхний проводник со стороны перемычки

ШКОЛА В «КВАНТЕ»

действуетмагнитнаясила направленная

вверх, а на нижний
— вниз.

Акакжетретийзакон Ньютона? Сила
с которой Земля притягивает к себе

яблоко, равна силе, с которой яблоко
притягивает Землю. И неважно, висит

это яблоко на дереве или летит в косми-

космическом пространстве. А у нас что полу-
получилось? Длинныепроводники пытаются

толкатьперемычку вправо, а перемычка

действует на них магнитными силами,

сумма которых вообщеравна нулю. Как
же так?

Можно сообразить, что поскольку

электрическая цепь замкнута, то где-то

37

далеко слева есть еще одна перемычка,

на которую действует магнитная сила,

как раз противоположная той, что при-

приложена к нашейперемычке, нсумка всех

магнитных сил, действующих на цепь в
целом благополучно равна нулю.
(Точно так же, если рассмотреть два

контура с током, то взаимодействие от-

отдельных элементов можетне подчинять-

подчиняться третьему закону Ньютона, носуммар-
суммарная сила взаимодействия контуров ему
подчиняется. Лтак кактохн всегда зам-

замкнуты, то все в порядке. — Прим. ред.)

Волны на пляже, Солнце
в небе и многое другое

А.СТАСЕНКО

Гляди в оба!

КОНЕЧНО
почти всяхая рыбаиме-

имеет некоторое отношение к волнам

н пляжам. Но не в этом дело. А дело а

том, что хотелось бы понять, почему на

пляжах волны всегда бьются о берег
параллельноему» откудабынидул ветер
к как бы волны ни были направлены в

открытом море. Иначе говоря, почему
линии, перпендикулярныегребням волн,
т.е. их лучи, искривляются так, что к

берегу они подходятподпрямымуглом.

Оказывается, это имеет прямое отно-

отношение к преломлению луча света при

переходе изодной среды вдругую, ска-

скажем из воздуха в воду. Тут все понятно:
в воздухе свет распространяется со ско-

скоростью q в воде
— с меньшейскоростью

*Ъ (vj < q), их отношение называется

показателем (коэффициентом) прелом
лекня воды относительно воздуха

а из закона преломления

Народная мудрость

Рыбаанаблепаживетнаповерхнос-
поверхности воды. Ее глаз разделен надва

сектора: верхний видит в воздухе,
нижний — в воде. Одним взглядом
енаблепа замечаетсразуи птиц в
небе, ирыб в водоеме.

Из научной книги

среду (при п> 1) преломленный луч
пойдетближек нормали, чемпадающий
т.е. az<a,.
Как можно убедиться, вывод этого

закона не зависитотфнэкческоЙ приро-
природы волш (и это нам пригодится в даль-

дальнейшем).

Найдем прежде всего скорость рас

гтростракення волн напляже Отчегоона

может зависеть? Если мы создадим

•«горб» на поверхности спокойной во-

воды — моря.соераклилужн — глубиноЙА
(рис.2) и предоставим его самому себе,
то под действием силы тяготения (про-
(пропорциональной ускорению свободного
паденияд) онначнетпроваливаться вниз,
а вследствиеинерциипроскочит положе-

положение, соответствующее спокойной поверх-
поверхности, рядомвозникнутдругие 4горбы*,
н начнет распространяться волна.

A)

описанного вшкольномучебнике (прав-
правда в несколько ином виде), следует, что
при переходев оптическиболееплотную ^«х 1

Перечислим величины (и их размер-
размерности), откоторых, понашемумнению,

можетзависеть искомаяскоростьдвиже-

ния волны

Из соображений размерностей сразу

видно, что их можно связать формулой
(проверьте)

J B)
Таким образом, чем мельче водоем тем

с меньшей скоростью распространяется
волна (разумеется, этосправедливотоль-
только для мелкой воды, когда скорость не

зависит от длины волны). Значит, с

приближением кберегу н уменьшением
глубины водоема волны движутся все

медленнее. Поаналогии соптикой, мож-
можно сказать, что они переходят во все

более оптически плотную среду. (Кста-

(Кстати, и в стакане с водой тоже можно

создать среду с показателем преломле-

преломления, плавнорастущим понаправлениюк

его дну, если сделать очень концентри-

концентрированный раствор соли, а затем осто-

осторожно, избегая перемешивания слоев,

добавлятьк нему все менеесоленыеслои

и, наконец, чистую воду (попробуйте!).
Тогда подводная часть ложкн будет вы-
выглядеть не преломленной, аплавно изо-

изолгутся.)
Разобьем мысленноповерхностьморя

на полосы шириной dx, параллельные
берегу (рнс.2). В каждом слое будет
своя глубина А, своя скорость распрос-

распространения волны, свой показатель пре-

преломления, обратно пропорциональный
этой скорости, н свой угол по отноше-

отношению к оси X, перпендикулярной берегу
Тогда закон преломления A) для всех

этих слоев можно записать в виде

\<9
5ingL sintt2

¦ const CO
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Уже отсюда видно, что если глубина
стремится к нулю, то угол между лучом

и нормальютожестремится к нулю. Это
и объясняет, почему волны на пляжах

«плюхают* прямо в берег. Но можно

пойти ндальше — найтисамо уравнение

луча.
Исходя из рисунка 3, запишем

Воспользуемся выражением C), н мы

олучнм связь между наклономволны по

отношению к нормали налюбом рассто-
расстоянии х от берега с его значением а, на

каком-то фиксированном расстоянии х,:

Jhjht sina
4

Л теперь осталось только «назначить*

зависимость глубины от расстояния до

берега ft(jr) — и интегрируйте себе на

здоровье! Ну например, возьмем квадра-
квадратичный закон Л = /)](jc/jt|) . Тогда полу
чия

**¦

Можно спросить у математиков, как

вычислить этот интеграл. А можно и

попробовать самим. Сделаем такую за-

замену перемеююй:

1-

н продифференцируем:

Подставляя все это в подынтегральное

выражение, получим

КВАНТ 3

Этоуже и есть искомая зависимость —

уравнениелучау(х). Но как бы назвать

эту кривую? Перенесем первое слагае-

слагаемое в правой части влево, возведем обе

части в квадрат, а затем оставим справа

толькоединицу:

Даведь этоуравнениеокружности! (Ра-

(Разумеется, при другой зависимости глу-
бккыот расстояния получ1ггся иноеурав-
уравнение луча.)
Однако пойдемдальше. Уравнение (I)

объясняет множество других явлений

природы.

Например, атмосфернуюрефракцию
солнечных лучей (рис.3). Поскольку
плотность атмосферы растет по направ-
направлению к поверхности Земли, коэффици-
коэффициент преломления воздуха падаетс высо-

высотой, и лучн Солнца изгибаются так. что

наблюдатель на Земле видит его еще

некоторое время после геометрического
захода н перед восходом. В результате
световой день удлиняется на несколько

минут, что очень полезно (для колхоз-

колхозных полей, например). Благодаря этому
же явлению в высоких широтах поляр-

полярная «ночь» короче полярного «дня», что

тоже очень хорошо.

Яис.3

Этимжеуравнением можнообъяснить

миражи в пустыне. Когда раскаленный
песок подогревает прилежащий слой

воздуха, реализуется ситуация, при ко-

которой показатель преломления верхнего
слоя больше, чем нижнего. В результате

лучн, идущие, например, из точки А

(рнс.4), изгибаются кверху, так что ус-
усталый путник принимает точку А* за

отражение в столь желанном озере, ко-

которого, увы, нет.

Кстати, о рыбе. Пусть даже не об

упомянутой анаблепе, а осамой простой.
Показатель преломления ее среды оби-

обитания — воды — замелюсслъшеелиннцы

(п >¦ 4J3). Нодля того чтобы фокус ро-
ватъ лучи, коэффициентпреломления ее

глаз должен быть еще больше. Что же,

природадолжнасоздаватьрыбий глаз из

кронгласа или флинта? Это вопрос ие-

0 я

Рис.4

тривиальный, и как он решен Приро-
Природой — об этом можно поговорить или

почитать отдельно. Здесь интересно
вспомнить, что знаменитый физик Мак-
Максвелл придумал такой инструмент (он

назвал его «рыбьим глазом»), который
представляет собою неограниченную

среду с показателем преломления, зави-

зависящим только от расстояния (г) до фик-
фиксированной точки:

1*(г/аJ
(По, а — постоянные). Можнопоказать,
что в такой среде световой луч имеет

форму окружности независимо от того,

из какой точки и в каком направлении он

вышел.

Это все оптика. Но то же самое и в

акустике
—

уравнение (О описывает

общее свойство лучей для воли любой

природызагибаться в сторонууменьше-
уменьшения скорости распространения волны.

Если днем на пляже песок раскален, то

скорость звука в прилегающем горячен
слое воздуха несколько больше, чем

вверху (она, как известно, пропорцио-
пропорциональна корню квадратному нэ темпера-

температуры). В результате, как н в случае

оптического миража, «лучн звука» ухо-
уходят вверх, и голоса на пляже звучат

приглушенно. Л вечером, когда земля

успелаужеохладиться, а воздух вверху
еще теплый, возникает обратная ситуа-
ситуация — звуки, уходящие вверх, затем

загибаются вниз, и несли далеко разно-
разносятся в поле.

Впрочем, далеко-то они слышны, а

вблизи, может быть, и нет. Во время

знаменитых битв, производивших много

шума, иногда возникали такие атмос-

атмосферные условия, при которых образо-
образовывалась зона молчания. (Конечно, в

эти условия, помимо изменения скорос-
скорости звука с высотой, входят к наличие

облаков, и рельеф местности, н другие

тонкости, о которых можно узнать при
желании нэ книг по акустике.) Напри-
Например, шум битвы при Ватерлоо былслы-

слышен наоченьбольшом расстоянии, но не

был слышен ближе, где стоял корпус
наполеоновского генерала Груши, поэ-

поэтому последний и не пришел на помощь

своему императору. Результат известен.

Как, однако, полезноздотъфнзнку! Даже
полководцам.



МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК

Разбить числа
С.ГЕНКИН, Л.КУРЛЯНДЧИК

"ГТГОЧТИвлюбойматенатаческойдис-

I цкллннечасто возникаютвопросы
X JLо существовании конструкции с

заданными свойствами. С подобными
задачами вы, конечно, встречались в

школьном курсе математики. В этой
статье речь пойдет о не совсем привыч-
привычных для вас конструкциях, материалом
для которых служатнатуральные числа.

Мырассмотримследующуюзадачу: для
какихнатуральных пмножество чисел

it,2,3,..., 2п] можно разбить на п пар
(a1,bf), (а3.ЬЛ). •». (<*nA) (а,<Ь1-
dj<bj ап<ЬЛ) так чтобы 2п чисел

Ь-а,. Ь3-а, ЪЛ-ая, Ь1^а1,
b) + aiw..., Ьн +дя былиразличны?
Ее поставили в 1962 году два матема-

математика Мок Конг Шень и Цзеи Пао Шень
Втечениеодиннадцати лет многие мате-

математики всего миразанимались этой про-

проблемой, н лишь в 1973 году амеркканеи

Хафф наконец нашел решение.
Оно базируется на одной содержа-

содержательной идее, представляющей самосто-

самостоятельный интерес. Сначаламы познако-

познакомим вас с ней на примере нескольких не

очень сложных задач, а затем перейдем
к самому решению.

Россыпи чисел на
шахматнойдоске
Все вы по своему опыту знаете, что

удачная переформулировка может зна-

значительноупроститьтрудную задачу. Для
задач о разбиениях множеств чисел час-

часто бывает полезной интерпретация, свя-

связанная с шахматной доской. Как это

делается, мысейчас покажем на приме-

примерах.

Задача 1. Докажите, что числа 1, 2,
3,...,п2 можно разбить на я наборов с

одинаковымисуммами поп чисел « каж

дом.
Решение. Расположим сначала числа

I, 2, 3, ...» л в клетках «шахматной

доски» лхл по порядку (рис. 1, здесь
яж7). Занумеруем н строки и столбцы

числами от 1 до п. Нетрудно понять,
что в клетке с координатами (ft, /)
находится число (/ — i)n+ft. Введем
удобный для дальнейшего изложения

термин. Назовем россыпью набор из я

клеток, ннхахне две из которых не на-

находятся ни в одном ряду, нн в одной

строке. Понятно, что сумма всех чи-

чисел, стоящих в клетках одной россыпи,

не зависит от выбора россыпи (и равна

( ()) 2..+ я). по-
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тому что н абсциссы и ординаты кле-

клеток россыпи образуют перестановку
чисел от 1 до л. Для решения задачи

нам достаточно теперь разбить всю до-

доску на л попарно непересекающихся
россыпей: в один набор мы поместим

все числа одной россыпи. Это можно

сделать, например, так. как указало на

рисунке 2. (Клетки одной россыпи по-

помечены одинаковыми числами.)

1

2

3

4

...

п-2

л-1

л

2

3

4

...

П-'л

п-1

л

I

3

4

...

П-Л

л-1

п

1

2

4

...

п-2

в-1

л

1

2

3

...

и-а

п-1

л

1

2

3

...

п—л

п-1

л

1

2

3

...

п-2

п-:

л

1

2

3

...

ч-«

п—'

л

1

2

3

...

л-

л

1

2

3

4

л-2

П

2

3

4

5

п-2

п-\

Рис. 2

Как видите, нам удалось решить за-

задачу, заменив вопрос о разбиении мно-

множества чисел от 1 до л2 вопросом о

разбиении доски яхя на л россыпей.
Эта же идея используется н в следую-

следующей задаче.

Зп&зна2. Даны 2п чисел alt а^,..., ав,

Ьу bj, .... Ьщ. Докажите, что п2 сумм

at +bj (ft, /= t, 2,..., n)можноразбить
на л наборов содинаковымисуммами по
л чисел в каждом.
Решение. На этот раз в клетку с

координатами (k, О поставим число

ak+br Ясно, что сумма всех чисел,

стоящих в клетках одной россыпи, не

зависит от выбора россыпи (и равна д(
+

+
<ij +...

+д. + b, + 6j +... + Ья ). Поэтому

задача скова свелась к разбиению всей

доски на л попарно непересекающихся

россыпей. А это мы уже умеем делать.

В этих двух примерах задача сво-

сводилась к разбиению доски на россыпи.

В следующем же примере к цели приве-

приведет нахождение россыпи с заданным

свойством.

Задача 3. Для каких k можно напи-

написать одну под другой двеперестановки
чисел от 1 до к так, чтобы сложив

стоящие друг под другом числа, мы

получили к подрядидущих натуральных
чисел?
Решение. Предположим, что нам уда-

удалось подобрать две перестановки чисел

от 1 до ft — av aJf.... ак н b,,^ bh—
так, чточисла al+bi.a2+b7 вк+Ьк—
это подряд идушие натуральные числа

я + 1, п +2 л+ А. Тогда, с одной

стороны, сумма всех чисел ал *
а^ +...

...+ я4
+ 6, + 6^ +... + Ьк равна2A +2+„.

...+*)"ЙЛ+1), ас другой стороны, она

Ь4)=(и + 1)*

. Значит,...
+ (я + ft)

— 1. Итак, к — нечетное число. Покажем

теперь, как при нечетном к подобрать

соответствующие перестановки. Как и

ранее, воспользуемся идеей шахматной

доски. Рассмотрим доску размерами
Bл — 1)хBл — 1) и в каждой клетке

напишем сумму ее координат. (На ри-
рисунке 3 приведена соответствующая до-
доска в случае к ¦ 7). Для решения задачи

недостаточнотеперь найти россыпь, на

которой встречаются все числа от п + 1

до я + ft (при этом я ¦ ).В нашем

примере нам надо найти россыпь, на

которой стоят числа от 5до 11. Ее легко
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увидеть (на рисункеона выделена крас-
красным цветом). Это построение распрос-

распространяется и на общий случай (рис. 4) и
приводит ктакимдвум перестанов ам

1 п+1 2 л + 2 ... 2л-1 л

я 1 2л-1

Расстановкаферзей
Досих пормыпосуществу использовали

просто квадратную таблицу. В следую-
следующей жезадаче, которая поформулиров-
формулировке напоминаетнеходкую проблему, тер-
термин «шахматная доска» будет более

оправдан, ибопоявитсяужеишахматная

фигура.
Задвча4 Длякокихкможнонописать

однуподдругойдвеперестановки чис л

от 1 доктак чтосреди сунн стоящих
другподдругомчхлселненашлосьбыЪвух
одинаковых исредиразностейтожене
нашлосьбыдвуходинаковых?
Решение. Заметим, чтона нашей шах-

шахматной доске клетки с одинаковой сум-
суммой координат стоят на одной диагона-
диагонали, идущей вверх справа налево. Также
насаноЙдиагонали толькоидущейаверх
слева направо, стоят клетки с одинако-
одинаковой разностью координат. Таким обра-
образом, задачасводится к нахождению рос-

россыпи, никакие две клетки которой не

стоят на однойдиагонали. А этоознача-

означает, что нам надо расставить k ферзей иа

доске размерами Ах А так чтобы юс не

билидруг друга.
Рассмотримсначала маленькиедоски

(к «2,3,4). Нетрудноубедиться, что на

досках 2x2 н 3x3 расставить нужным

образом ферзей нельзя. На доске же

4x4 расставить четыре ферзя можно

(рис. 5).
Эта картинка подсказывает, как рас-

расставить шесть ферзей на доске 6x6

(рис. 6). Возникает гипотеза, что на

досках 2лх2л расстановкатакая как на

рисунке 7. К сожалению, эта гипотеза

неверна.
Ужедлядоски 8x8 получается «пло-

«плохая» расстановка (рис. 8). Но можно

убедиться, что «плохими» приэтом ока-

КВАНТ - 1995 ^3

зываются лишьдоски Fk + 2)*Fk+2)
Разберем этот случай отдельно. Здесь

искомая конструкция несколько хитрее.

Для к 1 и к 2 она приведена на

рисунках 9 н 10. Как эта конструкция

получается в общем случае, видно из

ри унков 11, а—в (Рисунок бполучает-
получается из а наложением нижнего квадрата

C*++1)х 3k+ Окаверхний арнсунох
в получается из б отражением относи-

относительно центра доски). Проверка того,
что построенные конструкции искомые,

ие сложна, i достаточно громоздка.

Поэтому предоставим желающим воз-

возможность проделать соответствующие

выкладки самостоятельно

Рдсстаиоаха для нечетного к момен-

моментально получается из расстановки на

четнойдоскеразмерами (А — 1)х(Д — 1).
Для этого достаточно заметить, что ¦

наших расстановках для четных досок

главная диагональ (идущая от левого

нижнегоугла в правый верхний) остава-

оставалась свободной Поэтомудля нечетного
кможнопоступитьследующимобразом:
разместить* — 1 ферзей на доске (А —

1)х(А 1) (нарисунке 12она выделе-
выделена красным цветом) н к го ферзя поста-

поставить в левый нижний угол.

Итак, для любого к%4 существую
две перестановки чисел от 1 до к удов-

удовлетворяющиеусловиюзадачи Для при

ли.

ли.

Mb

Рис. 5 Рис.6
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мера выпишем полученные каки пере-
перестановки для к ¦ 8 (см. рис. 9):

1234S676

53172664

Начинаем решать
основнуюзадачу
Предложеннаягеометрическаяинтерпре-
интерпретация оказавшаяся столь удобной в

разобранных примерах поможетнамив

решении поставленной проблемы.
Начнем с маленьких п. При п « 1

разбиение ровно одно: A, 2), н оно,

конечно, насустрашает Нетрудно убе-
убедиться , чтояри п

¦2 искомогоразбиения
кет. Оказывается для всех п i 3 такое

разбиение существует.
Числа от 1 до 6 (п ¦ 3) разбить

нетрудно: A.5); B,3); D,6). Изобра-
Изобразим зги точки на шахматной доске 6x6

(рис. 13). Так как ордината каждой
точки больше, чем ее абсцисса, все эти

точки попадают в урезанную доску

(рис. 14). Как и в задаче о ферзях,
никакие две из этих точек не должны

стоять наодной вертикали, горизонтали
и диагонали Но этого мало. Нельзя

допустить, чтобы сумма координат од-
одной из точек совпала с разностью коор-

координат другой точки. Проинтерпретиру-
Проинтерпретируем такоесовладение наязыкешахматной

доски. На рисунке 15 черные ферзн
стоят в точках с суммой координат,
равной пяти, а белые — с разностью

координат, равной пяти. Слева пририсо-
пририсована еше одна вертикаль

— с номером
ноль. Именнона ней пересекаются белая

и черкая диагонали. Такую ломаную,

состоящую из белой и черной диагона-

диагоналей, пересекающихся на нулевой верти-
вертикали, будем называть уголком Тем са-

самым, никакиедве точки недолжны сто-

стоять на одном уголке.

Но этого мало. Поскольку каждое из

чисел от 1 до 2п должно попасть ровно
в одну из nap (flj.bj), то не могут сов-

совпасть абсцисса и ордината двух разных
точек. Геометрически это означает что

никакие две точки не могут стоять на

вертикали и горизонтали, пересечение

которых находится на главной диагона-
диагонали исходной шахматнойдоски. Объеди-
Объединение таких горизонтали и вертикали
назовем крестом (рис. 16).
Для более компактной формулиров-

формулировки нашей задачи удобно ввести фигуру,
превосходящую по силе обычного фер-
ферзя, — назовем ее китом. Кит бьет все

клетки, стоящие в его вертикали, гори

эонталн диагоналях, уголке и крестах

(рис. 17). Теперь наша задача форму-
формулируется так: для любого п ? 3 на уре-
урезанной шахматной доске 2п*2п тре-
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буется расставить л китов так, что-

чтобы никакие два из них не били друг
друга.
Расстановки для маленьких досох

(л - 6, 7), которые нам пригодятся

в дальнейшем, приведены на рисун-

рисунке 1 в.

Расстановка китов на
большихдосках
Укажемтеперьспособ распространения

конфигурации с меньшихдосох наболь-
набольшие Алгоритм распространения очень

сложен. Чтобы сделать его понятнее

начнем с примера. Покажем, как и на

какиедоски можнораспространить кон-

конфигурацию с доски 2x2. Все поля,

которые бьет кит, стоящий в клетке

A,2), показаны на рисунке 19.

Сначала попробуем добавить четное

число — 2х китов. Естественно попы-

попытаться этих новых китов расставить так

же, как мырасставляли ферзей (рве 20).
Как вы помните, мы располагали их

двумя «полосками» ходом шахматного

коня. Если занумеровать добавленных
нами китов в порядке возрастания их

абсцисс, то самую маленькую ординату

будет иметь кит с номером х + 1. Пусть
абсциссы этих 2х китов — числа 3,4,5,...
.... 2х + 2 Сейчас мы решаем задачу о

разбиении на пары чисел от 1 до Ах + 2

поэтомуординатынаших 2хкитов долж-
должны пробегать все числа от 2х ¦*• 3 до 4г+
+ 2. Так как ухита с номеромх + 1 самая

маленькая ордината, тоон стоит на поле

(х + 3, 2х + 3). Поскольку эта клетка

должна находиться над уголком кото-

который бьется китом, стоящим на поле

A,2) > то разность его координатдолжна

быть больше трех (суммы координат
кита A,2) ). Значит, должно выполнять-
выполняться неравенство х > 3.

Рассмотрим теперь кита стоящего на

поле с абсциссой 3. Так кахегоордината

на единицу больше ординаты кита с

номером х
+ 1 то он находится на поле

C, 2х + 4). В первой полоске у нас

должно стоять х китов Последний из

них имеет координаты (х + 2, Ах + 2).
Разности координат китов в первой поло-
полоске пробегают все натуральные числаот

2х ¦ 1 до 3Lr Еще одно ограничение на

число х мы получаем из того, что кит с

поля (х + 2 4х + 2) должен оказаться
ниже уголка, который бьется китом C,
2х + 4). Это приводит к неравенству 3 +

+Bх+4)> Dх + 2) - (х + 2). Следова-
Следовательно, х < 7.

И последнее ограничение
— это огра-

ограничение для обычных ферзей. Как вы

помните при расстановке ферзей «пло-

«плохими» оказывались доски Fft +2 х

xFft+2). В нашемслучае этоозначает,
что х не равно ЗА + 1.



РАЗБИТЬ ЧИСЛА 43

12

И

10

9

8

7

6

5

4

3

2

t«

•V-

2

&•

t
11

10

9

8

7

6

5

4

3

14

13

12

11

10

9

6

7

6

5

4

3

2 2

1
13

12

11

10

9

в

7

6

5

4

3

Рмс 16 ш Рис. 18. б

10

9

в

7

6

S

4

3

2

X

X
Я
X
Я

X

X
У.
X

X
2

X

X
3

X

х
4

X

X
5

х

х
6

X

X
7

X
8

X
9

1

Рис. 19

/

>

Подводя итоги, получаем, что дг может

равняться пяти илишести, т.е. мыможем

добавить десять или двенадцать китов.

При этом получаются расстановки изо-

изображенные на рисунке 2 а 6

Теперь разберемся со случаем нечет-

нечетного числа китов. Пусть добавлено
2х — 1 китов. Мы юс снова располагаем

двумя полосками: в первой полоске

х — 1 китов, а во второй — х (рис 22).
Предыдущие рассуждения приводят
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ферзей на обыкновенной шах-

шахматной доске, дает неравенство

х*Здг + 2. Тем самым, дг может быть

равен четырем, шести и семи. Л значит,
мы можем добавить семь, одиннадцать

н тринадцать китов.

И наконец, общий случай

Рис. 21. а

нас сначала к неравенству х > 3 («са-

(«самый низкий» ккт имеет координаты

(jr+ 2t 2х + 2». В первой полоске

первый кит занимает клетку C, 2х +

+ 3), а последний- <jr+lp4r- О.Так
как ккт (х+ 1, 4дг — 1) должен стоять

ниже уголка, который бьется китом

C, 2х + 3), то мы приходим к нера-

неравенству 3+ С2х + 3) ><4дг - 1) - (х+1>,
т.е. х < 8 И последнее ограничение,
следующее из расстановок обычных

Пусть на урезанной доске 2л х 2л уда-

удалось расставить требуемым образом л

китов. Обозначим через Sn максималь-

максимальную сумму их координат. Рассуждая
теперь так же, как и в случае ия1, мы

сумеем добавить, во-первых 2х китов,

Д?$я < дг<4п + 3>п ичемл: не является

числом вида ЗА ¦*• 1, а во-вторых 2х— 1

китов ме5"ш <х<4п + 4нхнеявляется

числом вида ЗА + 2.

Выпишем координаты добавляемых

китов. Если юс 2г то координаты китов,

образующих первую полоску, таковы:

а координаты китов, образующих



44 КВАНТ - I995/Nr3

26

25

24

23

22

21

20

19

18

17

16

IS

14

13

12

11

10

9

6

7

6

5

4

3

2

23

22

21

20

19

18

17

16

14

13

12

11

10

it*
i

I*

(

у

к.

. 6

вторую полоску, следующие: то псрв>ю полоску образуют jr — 1 ки-

китов

25

авторуюполоску
хкнтов:

2я + 2х);

Если же добавлено 2x1 китов, ...:Bn+x-t 2и+4дг-3).

Эта конструкция, начиная с и - 1,
привела вас к нужным расстановкамдля

п - 8 11, 12. 13, 14. Но мы можем

применитьалгоритм распространения и
к п ¦ 01 При этом естественно считать

Sa
« О В этом случае мы получаем тре-

требуемые расстановки для п - 1, 4, 5.
Расстановка для и ¦ 3 нами была

выписана ранее: A,5); B,3); D,6). Для
нее Sm - 10 Поэтомунаш алгоритм при-
приводит теперь к расстановкамдля п ¦ 25,
26, 27, 28, 31, 32. Из расстановки для

п-4Eи ¦ 11)мыприходимкрасстанов-
расстановкам для п-27,28 29 32,33 34,35,38,

39, 40, 41.

Ну и. наконец, из п ¦ 5 iSm ш 15)

получаем требуемое для л - 36, 39, 40,
41, 42, 45, 47, 48. Пропущенными при
этом оказались п «6,7,9,10,15,16,17,
18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 30, 36, 37, 43,
44. Оказывается, что вдальнейшем про-
пропусков нет.

Сделаем теперьоднополезное наблю-
наблюдение. Во всех расстановках, получен-

полученных нами кз четверки и пятерки, не

заняты поля (я, а + 1). Поэтому требу-
требуемые расстановки для 30, 37. 43 мы

можем получить соответственно из име-

имеющихся расстановок для 29, 36, 42 до-
добавлением кита на поле

Bп+ 1,2я + 2).

Весьма непростой задачей, которую
мыоставляем вамдля самостоятельных

раздумий, является построение остав-

оставшихся четырнадцати расстановок.
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Электромагнитная индукция
В.МОЖАЕВ

г\ 1ЕКГРОДВИЖУЩАЯскла(ЭДС) нн-

^/дукшт возникает впроводящем кон-

iype, который пронизывается линиями

индукции внешнего магнитного поля, в

двух принципиальноразличных (с точки

зрения физики) случаях.
В первом случае мы имеем дело с

постоянным (во времени) магнитным

полем а геометрические параметры кон-

контура изменяются, т.е. различные участ-

участки контура перемещаются в пространст-

пространстве и при этом пересекают линии индук-

индукции магнитного поля. ЭДС индукции
возникает в каждом участке, который
пересекает линии индукции а результи-
результирующая ЭДС в контуре равна их алгеб-

алгебраической сумме. Сторонней силой в

атом случае является сила Лоренца.
Свободные носители зарядов в контуре

перемешаются под действием как силы

Лоренца так иэлeJapocтaткчecкoгoполя

возникающего за счет перераспределе-

перераспределения свободных зарядов в контуре. При
этом работа, совершаемая электричес-
электрическим полем поперемещениюзаряда вдоль

контура, остается равной нулю.
Во втором случае ЭДС индукции воз-

возникает в контуре, когда его геометричес-
геометрические размеры сохраняются, а магнитное

поле, пронизывающее контур, изменя-

изменяется во времени. Переменное магнитное
поле вызываетпоявление вихревогоэлек-

электрического поля. Работа, совершаемая
этим полемпо перемещениюединичного

заряда сдать замкнутого контура, и рав-
равна ЭДС индукции.
Для расчета ЭДС нндукшш в обоих

случаях можно пользоваться законом

Фарадся —.ЭДС индукции ?( в контуре

прямо пропорциональна скорости изме-

изменения во времени магнитного потока Ф

через площадь S, ограниченную конту-
контуром:

г. ДФ
*'"~~дГ

Знак «минус» обусловлен законом со-

сохранения энергии.

Подробнее — иа конкретных приме-
примерах.
Задача 1 Проволочныйконтурраспо-

расположен в однородном магнитном поле,

сектор индукции которого равен В и

перпендикулярен плоскости контура

(рис 1). Неподвижная Uобразная часть

контуравыполнена из проволоки с пло-

площадью поперечного сечения S2 и уде it

ным сопротивлением материала р2 й

подвижная перемычка — изпроводника
сечением Sf и удельным сопротивлени-

сопротивлением р,. Определите ток е контуре при

скорости перемычки и Размеры конту-
контура указаны на рисунке. Нарисуйте
также эквивалентную электрическую

схему для данного контура.

I

Рис. 1

Придиижешшперемычкисоскоростью
v на свободные электроны со стороны

внешнегомагкитн го нолядействуетсила
Лорениа Fn - evВ, где е — заряд элек-

электрона. Возникающее перераспределение

зарядов перемычки приводит к появле-

появлению статического электрического поля.

Обозначим напряженность электричес-
электрического поля в перемычке через Ег а в

другой части контура через Е7. Пусть в

контуре течет установившийся ток /.

Рассмотрим сначала неподвижную часть
контура. В проводникедлиной 2Ь + аза

счет напряженности электрического поля

Е2 течет ток /.Падение напряжения на
этом проводнике равно, с одной сторо-
стороны.

а с другой стороны,

Приравнивая эти два выражения, полу

чнм

-L.J5L

— так называемыйдифференциал ный

закон Ома. Теперь посмотрим, что про-
происходит в перемычке. Здесь на свобод-

свободные электроны действуют две силы:

сила Лорениа и сила со стороны стати-

статического электрического поля напряжен-
напряженностью /:,. т.е. F = e{vB - ?,), что экви-
эквивалентнодействиюэлектрического поля

с напряженностью Е *v8-Ei. Исходя

из этого, мы можемзаписатьдифферен-
дифференциальный закон Ома для перемычки в

виде

_/_ [vB-Et)
*i

'

P.
'

Связь между ?j и ?2 легкоустановить нэ

условия потенциальности электростати-
электростатического поля — работа электрического
поля по перемещению заряженной час-

частицы позамкнутому контуру равнанулю

Совместное решение полученных трех

уравнений позволяет найти силу тока:

, Bva

Мы видим, что этосоотношение име-

имеет вид знакомого нам закона Ома для

замкнутой цели, содержащей источник

постоянной ЭДС ?с внутренним сопро-
сопротивлением г и внешний резистор сопро-
сопротивлением R:

В иашем случае роль источника выпол-

выполняет перемычка, в которой возникает

ЭДС индукции €, ¦ Bva (cropoiuicft си-
силой является сила Лоренца). Внутрен-
Внутреннее сопротивление источника равно со-

сопротивлению перемычки: г ¦ р, ^5"|, а

внешнее — соттротнвленню нслоавижной
части контура: ^¦р2BЬ+ а)/5>2. Эк-
Эквивалентная схема изображена на ри-

рисунке 2.

rj

Iизлучить аналопечнос выражениедля

тока мы могли бы и более простым (но

формальным) способом. Придвижении

перемычки происходит изменение маг-

интного потока, пронизывающего рам-

рамку, в которой возникает ЭДСиндукции
$i -

- ДФ/Д? = Bva. Ток в рамке равен
велнчиле ЭДС, деленной насопротивле-
сопротивление рамки.
В приведенном подробном решении

мы обсудили роли, которые играют и

данном «спектакле» магнитное noic.

отдельные элементы контура и тот, кто

перемещает перемычку Вы уже, навер-
наверное, догадались, что тот. кто перемеща-
перемещает перемычку, н совершает работу, за

счет которой и контуре поддерживается
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ток (инициатива всегда наказуема!).
Попробуйте самостоятельно показать,
что мощность, затрачиваемая «тем,

кто > в точностиравнамощноститеп-

тепловых потерь в контуре.

Задача 2.Два проволочных контура,
изготовленныхизодногокуска провода,
движутсясодинаковымискоростями к

длинномупрямолинейномупроводуспос-
постоянным током (рис. 3) Контур 1

является квадратом со стороной а, а

контур2 выполненныйв виде восьмер-

восьмерки, состоит издвух квадратов, сторо-
стороны которых тоже а. Когда контуры
оказались на расстоянии b ¦ 2а от

провода, ток в первом контуре был

равен! Чемубылравенвэтотмомент

токвовтором контуре, если известно,

что индукция магнитного поля, созда-

создаваемого током провода, обратно про-

порциональнарасстояниюот провода?
Провод и оба контура расположены в

одной плоскости.

\

Рис.3

Залшпемвыражениедляиндукциимаг-

магнитного поля провода с током в виде

В{х) шА/х, теА - некотораяконстанта,
а* расстояние от провода Пусть ско-

скорость проволочных контуров равна v.

Эквивалентнаясхемадляпервогоконту

ра изображена на рисунке 4. ЗдесьЭДС

источников ровны ft-aAvfb-Avfl н

^ - аЛиЦа+Ъ) - Axfi, внутренние со-

сопротивления источников одинаковы и

равны г(сопротивление проводадлиной
а), внешнее сопротивление R 2г (со-

КВАНТ ¦ i 99 J />*3

J

Рис.5

противлениепроводадлиной 2а) Вели-
Величина силы тока в этом контуре равна

l~ Rt+2r~2Ar'
На рисунке 5 показана эквивалентная

схема для второго контура. В ней

?,-aAvj{b+2a)-Av/4 fy-4г Токв
этом контуре равен

/ ,^з+^-?4 я
Av

2
R2+Ar "9бг"

Сравнивая два выражения для токов,

получаем,

Задача 3. Два одинаковых проволоч-
проволочных кольца, радиусы которых R. а со-

сопротивления г, движутсяпоступатель-
поступательно в одной плоскости навстречу друг
другу вдоль прямой, проходящей через
их центры (рис. 6). Однородное маг-

магнитное поле с индукцией, равной В,
направлено препендикулярно плоскос-

плоскости колец. Найдитенаправления и абсо-
абсолютныевеличины сил, действующихна
кольца со стороны магнитного поля, в

тотмомент, когда скорости колецрав-
равны у, а угол а

- я/З В точках касания

колец аи б имеется хороший злектри
ческий контакт. Индуктивностями
колец пренебречь.

Рис. 6

При движении колец во всех четырех

проволочных участках возникают оди-

одинаковые по величине ЭДС индукции:

ном поформе контуре, не зависит от его

формы, а определяется лишь расстоя-
расстоянием между раэомхнутыки ктпюмн кон-

контура
(Для доказательства этого факта до-

достаточнозаметить чтопри поступатель-

поступательномдвижении в однородном магнитном

поле замкнутого контура, состоящего кз

криволинейного участка и прямолиней-
прямолинейного проводника, соединяющего концы

нашегоучастка поток вектора индукции

через весьзамкнутый контурне меняет*
ся а значит, полнаяЭДС равна нулю. —

Прим. ред.)
Эквивалентная электрическая схема

для нашего случая представлена на ри-

рисунке 7, где черный контур соответству-
соответствует левому кольцу, а красный — правому.
В этой схеме В% — ЭДС индукции, дей-
действующая в левом участке левого коль-

кольца, внутреннеесопротивление этого «ис

точинка» равно г, r(l а/Bя)), ?э ¦

г2
- го/Bл) ссответствуютправомуучас-

тку левого кольца, ?знг3> га/[2к) —

левому участку правого кольца, ?4 н

г4 * г(\-а/Bк)) - правомуучасткупра-
вого кольца

Рис. 7

Ь силусимметрии.

Позакону Омадлязамкнутого контура,

содержащего источники ЭДС ?а н $г
можнозаписать

. или *, -

Отсюда

h-h

Совсршешю аналогично для контура,

содержащего ксточкнкн € и €,4 полу-
получаем

Рис 4
Здесь использован тот факт, что ЭДС
индукции, возникающая в произволь-

произвольСила Ампера, действующаясостороны
внешнегомапооногополя налевый учас-



ток левого кольца, равна

ана правый —

Bп-о)г
'

(Здесънаюльэовдсоутверждение, что

сила Ампера, действующая на криволи-
криволинейный участок коктура с током в одно-

однородном магнитном поле, не зависит от

формы участка и равна силе, действую-
действующей на прямолинейный проводник, со-

соединяющий кониынашего криволиней-
криволинейного участка. Можно доказать это ут-
утверждение «в лоб», исходя из закона

Ампера (см. например, «Квант», 1991.
№ 5, с. 39). Мы же приведем энергети-

энергетические соображения. Для доказательст-

доказательства заметим, что при воображаемом пос-

поступательном движении замкнутого кон-

контура в любом направлении работа сил

Ампера должна быть равна нулю. В

самомделе, равна нулюкакполная рабо-
работа сил Лоренца, действующих назаряды

контура (Fjf±v ), так н работа по пере-

перемещению этих зарядов вдоль контура

(?-0). -Прим.ред.)
Результирующая сила Ампера, дей-

действующая на левое кольцо, равна

аBл-а)г

36 B2vR2
5 г

и направлена в протквопо.южнуюсторо-

сторону поотношению к скорости кольца. Из

соображений симметрии, сила Ампера,

действующая на правое кольцо, равна

F 36B7vR2
11

5 г

Задача 4. ;{ва проводящих диска, ра-
радиусы которых г, и г2, вращаются с

угловой скоростью со е однородном
магнитном поле с индукцией, равной В
иперпендикулярной их плоскости (рис.
8). Центры дисков присоединены к об-
обкладкам конденсатора емкостью С,,
ободи(черезскользящие контакты) —

ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

к обкладкам конденсатора емкостью

С^ Найдитеразности потенциаловна
конденсаторах.
Эта задача — типичный пример того,

когда магнитный поток через замкнутый

контур не меняется, а ЭДС индукциитем

не менее возникает Это связано с тем,

что в данном случае мы имеем дело с

большим количеством контуров, обра-
образованных в результате разбиения дисков
на маленькие секторы в виде проводя-

проводящих перемычек, соединяющих центры

дисков с проводящими кольцами paniry-

самн г, и г3. На рисунке 9 показаначасть

одного нэ таких контуров, в котором при

вращении радиальной перемычки маг-

магнитный поток уже не сохраняется и

возникает ЭДС индукции, равная по

закону Фарадея 6t * - ДФ/Д*. Еслидли-
длина перемычки г, и угловая скорость со

то

где «ог,2/2 — площадьсектора, заметае-

заметаемая перемычкой за единицу времени.

4

Отсюда находимзаряды конденсаторов-

С,

Рис 9 Рис. 10

Совершенноаналогично, вращающаяся
одиночная перемычка другого диска.

радиусом г2, вызывает появление

Эквивалентная схема для случая двух

вращающихся перемычек изображена иа

рисунке 10.

Возникает эахоилый вопрос — а как

учесть все остальные перемычки, на

которые мы разбилидиск»? Разумеется»
во всех перемычках одного н того же

диска возникают одинаковые ЭДС нн-

дукции нвсеонн соединены параллельно

друг другу. Но тогда их действие экви-

эквивалентно действию одной ЭДС — вес

остальные можноубрать без всяких п
ледствнА Следовательно, наша эквива-

эквивалентная схема будет соответствовать

действительности.
Очевидно, чтозаряды на конденсато-

конденсаторах будут равны (условие электроней-
тральностн всех элеме!гтов схемы в ис-

исходном состоянии). Обозначим заряд
каждого конденсатора через Q н запи-

запишем условие потенциальности электро-
электростатического поля:

н искомые разности потенциалов:

,

При г, > г2 знаки зарядов на пластинах

конденсаторов соответствуют рисунку 10.

Эту задачу можно решать и не рас-

рассматривая магнитный поток, а так. ка>

мы это дела.™ при решении задачи 1. Во

вращающихсядисках насвободныеэлек-

электроны будутдействовать две силы: сила

Лоренца н электрическая сила со сторо-
стороны возникшего радиального электричес-
электрического поля. Встационарном режименадо

записать условие отсутствия тока в дне-

ках, а затем записать условие потенци-

потенциальности агектростатнческого поля вдоль

замкнутого контура. Попробуйте проде-
проделать это самостоятельно.

Задача 5. Проволочное кольцорадиу-
радиусом rt изготовлено из проводника с

поперечным сечением St и удельным
сопротивлением р . К точкам кольца с

и с при помощи проводников общей дли-
длиной I, поперечным сечением S7 и удель-
удельным сопротивлением р2 подключен ам-

амперметр Л (рис. ft). Центральная об-
область кольца радиусом гв (гв < rt) про-
пронизывается перпендикулярным плоскос-

плоскости кольца магнитным полем, изменяю-

изменяющимся с постоянной скоростью
AB/Atmk (k>0) Определите ток,

которыйрегистрирует амперметр. Что

будет показывать амперметр, если его

перебросить в положение, изображен-
изображенное на рисунке пунктирными линиями?

Нарисуйте эквивалентные схемы для
обоих случаев. Длина дуги обе равна 1/3
длины кольца. Внутренним сопротив-
сопротивлением амперметра пренебречь.

Рис в

Рис. It

Нарастающеемагнитное поле вызыва-
вызывает появление вихревого электрического

поля, силовые линии которого будут
иметь видокружностей, расположенных
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Рис. 12

в плоскости чертежа. Одна нэ силовых

линий, в частности, будет проходить по
кольцу. На рисунке 12 красным цветом

изображена произвольная силовая ли-

линия. Если радиус такой линии г > г то

работа, совершаемая вихревым электри-
электрическим полем по перемещению единич-

единичного заряда вдоль окружности, равна

где? — напряженность вихревого эл к

трического поля на окружности радиу-
радиусом г. Характерно что распределение

возникающего поля в пространстве не

зависит от наличия или отсутствия про-

проводников. Другим фундаментальным
свойством так го поля является то, что

указанная выше работадля любого зам-

замкнутого контура, который полностью

охватываетобласть яшнй индукции маг-

магнитного поля, остается посте ой и

равнойЭДС индукции.

Рассмотрим контур включающий в

себя амперметр, два проводника (общей

длиной /) и дугу ко 1ьца adc. В каждом
маленьком элементе проводника, входя-
входящего в данный контур, имеется своя

составляющая вихревогоэлектрическо-
электрического поля вдоль проводника и, следова-

следовательно, своя ЭДС индукции. Носуммар-
суммарная ЭДС индукции во всем контуре

будет равна ккг$: в дуге кольца adc

б^детраспределенаЭДС равная 2/3knr?
а в другой части контура УЗккг2. Закон
Ома для данного контура будет иметь

вид

Рассмотримтеперькруговой контур abed
и запишем для него закон Ома:

Можно было бы выбрать замкнутый

контур, состоящий из амперметра идут
обе, в котором ЭДС индукции равна

нулю (xoirryp не пересекают линии маг
шггного поля) и получить еще одно

уравнение:

Из этих трех уравнений независимыми

являютсятолькодва
— например, третье

КВАНТ - 1995/>*3

уравнение получается почлешгымвычи-
вычитанием второгои первого. Поэтому мож-
можно выбрать любые два уравнения, а

недостающее третье получить из усло-
условия непрерывности тока

Совместное решение трех уравнений
позволяет определить ток через ампер-

амперметр

Аналогичнуюсистему трех уравнений
можнозаписатьдля второго положения

амперметра:

Направления токов /,* и /J совпадают с

направлениями токов /, и 12. Из совмес-
совместного решения этих уравненийполучаем

21

— ток через амперметр меняетнаправле-

направление н возрастает в два раза.

Эквивалентные схемыдля обоих слу-
случаев изображены на рисунке 13 (I —

ервое положениеамперметра II — вто-

второе). Параметры источников (ЭДС € и

внутреннее сопротивлениеR

"

1 <

Задача 6. Неподвижная тонкая про-

проволочная рамка в виде квадрата со

стороной арасположенагоризонтально
воднородноммагнитномполе индукция
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которого pasna ?* и перпендикулярна
плоскостирамки. Нарамкележит пра-

шолочная перемычка РРХ массой т(рис
14). Рамка и перемычка выполнены из

одного куска проволоки с удельным со-

сопротивлением р иплощадьюпеперечно-
to сечения S. Какую скорость приобре-
приобретет перемычкасразупослевыключения
магнитногополя? Силойтрения и пере-

перемещением перемычки завремяспадания

поля пренебречь.
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Рис. 14
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Рис. 15

Пусть в произвольный момент време-

времени в процессе уменьшения H^nttrmoro

поля индукция поля равна В Магнит

ный поток через к нтурЛ??7г(рнс 15)
равен Ф 3/4а2В а через контур

BCDE - Ф2 - 1/4 а*В. ЭДС индукции
В = 3/ia2AB At (в первом контуре)»
?3 \/4а1 АВ At (»o втором контуре)
наводят в проводниках токи /, /3 и /3
Закон Омадля нашихзамкнутых конту-

контуров будет иметь вид

3

Третьеуравнение — условие непрерыв-
непрерывности тока:

Wi + 'э-
Иэсовместного ре inu этих уравнений
находим ток через перемычку:

/ 2 aS AB
2  1р At'

На перемычку со стороны внешнего

магнитного полябудетдействоватьсила
Лоренца

2 a_S n AB

Рис 13

3lp At
'

За малый промежуток времени At на

перемычку подействует импульс силы,
который вызоветприращениеимпульса

перемычки:

FAtmmAv.

Следовательно, приращение скорости

будет ра&ио

31mp

Поскольку значение В2 изменяется от

В2 до 0, а скорость от 0 до v то при



ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Б - 0 скорость перемычки будет

Упражнения
I. Квадратная проволочная рамка со

стороной а находится в магнитной поле с

индукцией, равной В н перпендикулярной
плоскости рамки (рис. 16). Рамка наготов-

наготовлена на провода с поперечным сечением S

и удельным сопротивлением р. По рамке

параллельно ее боковым сторонам без на-

русоення контакта скользит с постоянной

скоростью v перемычка ЯЯ, сопротивле-
кие которой Я. Определите величину к

направление тока в перемычке при произ-
произвольном расстоянии х от левой боковой

стороны квадрата.

Рис. 16

2. Два проволочных контура, изготов-

изготовленные из одного куска провода, движутся
к длинному прямолинейному проводу с

постоянным током (рнс. 17) Контур i

яжляется прямоугольником со сторонами а,
2а. Контур 2 состоит из двух прямоуголь-
прямоугольников состоронами 2а а. Когдаоба контура
находились на расстоянии 6

¦
а от провода,

тока в контурах были равны. Определите
отношение скоростей контуров в этот мо-

момент времени если известно, что индукция

магнитного поля, создаваемая током про-

провода, обратно пропорциональна расстоя-
расстоянию от провода. Провод н оба контура
расположены в одной плоскости.

! L 2а

^ а.

3. Два однкаховых проволочных кольца,

радиусы которых R н сопротивления г,

находятся в области однородного магнит-

магнитного поля, индукция которого перленднку

Рис. 18

лярна плоскости колеи (рнс. 18). Известно
что если одно кольцо неподвижно, а ско-

скорость поступательного движения другого

4

равна v н направлена вдоль прямой, про-
проходящей через нх центры, то при а - ж/2
сила, действующая на каждое кольцо со

стороны магнитного поля, равна F. Опре-
Определите величину индукции магнитногополя.

В точках касания колец а н 6 имеет место

хороший электрический контакт. Индук
тывностямн колеи пренебречь.

4. В задаче 5 настатьи вместо амперметра
подключен вольтметр с большим сопротив-
сопротивлением Я. Определите показание вольтмет-

вольтметра в обоих положениях. Найдите также

предельные значения этих показаний при
К-»~. Сопротивление подводящих про-

проводов иожно не учитывать.

Отсечем все лишнее...

А.ХРУСТАЛЕВ

"(Т АЩЕ всего условия задач содержат

Т. столько исходных данных, сколько

нужнодля получения результата. Одна-
Однако, например навыпускных экзаменах в

школах с углубленным изучением мате-

математики или на конкурсных экзаменах,

время от времени попадаются задачи,

содержащие избыточнуюинформацию
О них н пойдет речь

Приведенные здесь задачи взяты нэ

различных пособий для школьников н

поступающих в вузы.

Задача 1. Найдитетрехзначное чис-

число, цифры которого образуют геомет-

геометрическую прогрессию. Если из этого

числа вычесть 792, тополучится число,
записанное теми же цифрами, ко е

обратном порядке. Если из цифры, вы-

выражающей число сотен, вычесть 4, а

остальныецифры искомого числа оста-

оставить без изменения, то получится чис-

число, цифры которого образуютарифме-
арифметическую прогрессию.
Исключим нэ условия этой задачи

информацию содержащуюся в послед-

последней предложении Тогда, обозначив чле-
члены геометрической прогрессии через 4,

Ь, с, где а — числосотен, Ь
— десятков н

с — еднтщ трехзначногочисла, на осно-

основании оставшихсяданных загасшем урав-
уравнение

(I)

Из определения геометрической про-
прогрессии следует, что ее члены отличны

от нуля. Поэтому целые числа at b, с

удовлетворяют условиям: 1?в?9;
9. Теперь из (Оочевнд

Совершенстводостигается не тог-

тогда, когда нечего прибавить, но когда

уже ничего нельзя отнять.

но: с « I a - 9. Так как числа 9; Ъ, I

являются положительными членами гео-

геометрической прогрессии, тоодно из них
должно быть средним геометрическим

двух других, т.е. Ь = 79-1,клн9 J

Последние два случая, очевидно, не-

невозможны следовательно, Ьт3и 100л+

+№Ь + с = 931 — искомое число.

Отметим, чтоотброшенное условие не

противоречитполученному результату.

Задача 2. Сумма е 95 копеек состав

лепа изпятикопеечных и десятикопееч-
десятикопеечных монет общим числом не более 14.
Если есе десятикопеечные монеты за-

заменить пятачками, все пятачки деся

тикопеечнымимонетами общая сумма
уменьшитсяболее чемв 1, Зраза. Сколь-

Сколько пятачков и десятикопеечныхмонет

былопервоначально?
Исключим изусловия сведение о том,

что общее число монет не более 14.

Тогда иа основанииоставшихся данных

получимсистему

B)

[Em+ i0n)-l,5<95I
где п н т — количества пятикопеечных и

десятикопеечных монет соответствен-

соответственно. Но система B) равносильна системе

C)

поэтому т = 0, п = 1.

Кстати, нэ C) после почленногоумно-
умножения уравнения на 3 и сложения с

неравенством, получим неравенствоЭт*

+9» < 95, или т + »?10. следствием

которого является условие т + я ? 14



Задача 3. Решитеуравнение

если известно, что оно имеет три кор-
корня, из которыхдваявляются противо-
противоположными числами(противоположны-
(противоположными называютсядва числа, сумма кото-

которых равна нулю).
Отброски «помогающие* условия н

просто решим данное уравнение, для

чего представим его в виде

- 1)-2B*-1) -

Теперь, решаялинейное и биквадрат-
биквадратное уравнения, найдем вещественные

корни: х, »-?; х2 --Л; *3»~Л. (На

самом деле есть еще два комплексных

корня, х4 ¦ i и х5 » -I - Но поскольку в

школьной программе комллексных чи-

чисел нет. то и корней этих как бы нет.

Если на экзамене вам встретится подо-
подобная задача, помните: вы не обязаны
находить решения, выходящиезарамки
школьного курса! А уж если вы показа-

показали, что знаете больше, чем написано в

учебнике, будьте готовы объяснить, что

такое комплексные числа и с чем их

едят!)
Задача 4. Скорость автомобиля при

торможении выражается формулой
t{t) ¦ /S - t,2t. Вычислите путь, прой-
пройденный автомобилем, если он остано-

остановился через 15 с после началаторможе-

торможения. (Путь измеряется вметрах.)

КВАНТ • 1995/**3

Опустим сведение о том, что автомо-

автомобиль остановился через 15 с, и найдем
это время из уравнения гХОш\Ъ—

-1,2С-О,т.е. *- 15.

Теперь находим путь, пройденный ав-

автомобилем при торможении

5 = JA8-

Задача 5. Насжигание неизвестного

вещества массой 5,4 г израсходовали
кислород массой 0,8 г. При этом полу-
получились оксидуглерода(IV)массой 8,8 г,

азот массой 2,81 и вода массой 1,8 г.

Определите молекулярную формулу
соединения, зная, что относительная

молекулярная масса его 27.

Сразу отметим, что в условии опечат-

опечатка, так как не выполняется закон со-

сохранения массы. Вместо 0,8 г кислорода
должно быть 8,0 г. Без ущерба для опре-
определенности задачи из ее условия можно

исключить все количественные данные,

кроме относительной молекулярной
массы. Поскольку в результатереакции

образовались оксид углерода, азот и

вода, в состав соединения входят угле-

углерод, азот и водород, причем в егонолеку-

лесодержитсятолькоодш!атомазота ил

который приходится 14 единиц из 27, но

тогда в оставшихся 13 единицах может

содержаться толькоодинатом углерода
A2единиц), аостаток, равныйеднюш

приходится наводород, поэтомудругих
элементов вещество не содержит.

Значит, HCN — формуласоединения.
Просто и красиво!

Задачи для самостоятельного
решения

I. Найдите натуральные числа, образую-
образующие арифметическую прогрессию, если про-
произведения трех н четырех первых еечлено»

равны соответственно 6 н 24.

2 Решитеуравнение 12*3 +4г*-17г+6-0,
если известно, что среди его корней имеют-
имеются дла числа, обратных по абсолютной

величине н противоположных по знаку.

3. Произведениедвузначного числа на

сумму его цифр равно 405, а произведение

«перевернутого* числа на сумму его цифр
равно 486. Наяднте это число.

4. Выведитеформулу диеновогоуглево-
углеводорода, если при сгорании его объемом 4 л

образовался охенлуглерода объемом 12 л и

пары воды объемом 8 л. Плотность паров

по водороду 20.

В заключение — совет: встретив тек-

текстовую задачу, в особенности с нагро-

нагромождением исходных данных, не при-

приступайте сразу к решению, проанализи-

проанализируйте скачала условие. Не исключено,
что часть сведений окажется лишней, а

после их удаления решениестанетгораз-
гораздо изящней.
Вы знаете, наверное, ответ великого

Микеланджелона вопрос, как он создает
свои замечательныескульптуры: «Я беру

глыбу мрамора и отсекаю от нес все

лишнее». Как видите, «рецепт Михелан

джело» приложим не только к мрамору.
Ведь «математика — не формулы, как

музыха
— не ноты»...

ИНФОРМАЦИЯ

ЗАОЧНАЯФИЗИЧЕСКАЯ ШКОЛА
ПРИ МГУ

Заочная физическая школа(ЗФШ) при
физическомфакультетеМГУобъявляет
прием учащихся в 10 и 11 классы иа

очередной учебный год.

Основная цель ЗФШ — помочь уча-

учащимся средней школы глубже изучить
физику, лучше подготовиться к вступи
тельным экзаменам в высшие учебные
заведения и, прежде всего, на физичес-
физический факультет МГУ
Физический факультет МГУ готовит

физиков — теоретиков и эксперимента

торов
- по всем разделам современной

физики и астрономии. Фундаменталь-
Фундаментальное университетское образование поз-

позволяет выпускникам физического фа-
факультета быстро осваивать специфику
любого научного или технического на-

направления! успешно работать на стыке

научных направлений
— таких, напри-

например, как геофизика и биофизика, ас-

астрофизика и химическая физика, ком-

компьютерная физика и математическое мо-

моделирование

Выпускникам физического факульте-
факультета присваивается степень магистра.

Прием в ЗФШ проводится по резуль-
результатам решения вступительного задания,

публикуемого ниже. Решение вступи-
вступительного задания необходимо отослать
до 1 сентября по адресу: /19899, Мос-
Москва, ГСП, Ленинские горы, МГУ, Физи-
Физический факультет, ЗФШ, В письмо

вложитедва экземпляра анкеты, запол-

заполненной на листах плотнойбумаги разме-
размером 7x12 см по приведенному здесь

образцу, и конверт с Вашим адресом.
Решение о зачислении в ЗФШ будет

сообше ю до 20 октября.
Принятым в ЗФШ в течение года

высылаются контрольные задания по

разделам фнзнки, изучаемым в соответ-

соответствующих классах средней школы. Ре-
Решенные задают оцениваются рецензи-
рецензируются и отсылаются обратно. Учащие-
Учащиеся 10 класса ЗФШ по окончании года

переводятся в 11 класс. Успешно про-

Фамклия имя

отчество

Класс ЗФШ

Профессия
родителей

Подробный
домашний адрес

Номер и адрес

шесты

КрыловаНаталия
Владимировна

10

мать — инженер,
отец — врач

240812 t Калуга
ул,Пушкина д.24,
кв.26

школа М 777,
г. Калуга, ул. Са-

Садовая, д. 11

шедшиеобучение получаютудостовере-
нне об окончании ЗФШ (при поступле-
поступлении на физический факультет МГУ это

учитывается приемной комиссией).

Для проживающих в Москве и Мос-

Московской области имеется вечерняя физи-
физическая школа.

Справки потелефону @95) 939-38-78
с 16 до 18 часов по рабочим дням.

(Продолжение на с. 57)



ВАРИАНТЫ

Варианты вступительных
экзаменов 1994 года

Московский государственный
авиационный институт
(технический университет) — МАИ

МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

Вариант 1
1. Изобразите на плоскости множество точек (х, у), коор-
координаты которых удовлетворяют системе неравенств

2. Найдите значение выражения

slna-3cosa

0,5 sina

если

3. Впрямоугольной тралении большая диагональ, имею-

имеющая длину 24, является биссектрисой острого угла. Най-

Найдите площадь трапеции, если расстояние от вершины ту-
тупого угла до диагонали равно 9.

4. Решитенеравенство

5. Решите систему уравнений

6. На ребре ДС, правильной треугольной призмы

ЛВСЛ^С, (AiiJiflflJICC,) взята точка М. Известно, что

площадь треугольниха А\М равна площади сечения пи

рамиды АВА^М плоскостью, проходящей через середины

ребер АВ в\, АЛМ В каком отношении точка М делит

ребро Л,С,?
Вариант 2
1. Изобразите на плоскости множество точек <х у), коор-
координаты которых удовлетворяют системе неравенств

2. Найдите значение выражения

cosa-2sina

cosa

если

3. Впрямоугольной трапеции средняя линия равна 13 5

Меньшая диагональ является биссектрисой тупого угла и

имеет длину 12. Найдите стороны тралешш.
4. Решитенеравенство

5. Решите систему уравнений

Jx+y +

6. В правильной четырехугольной призме ABCDA'&CfD'

[аа' \BB'\\CC\\Djy) точка М является центром грани

АА'В'В, а точка N лежит на ребре AD. Пирамида
BB'MN пересечена плоскостью, проходящей через сере-
середины ребер В'М, BNt В'Ы. Площадь пачученного сече-

сечения составляет 1/3 от площади треугольника CfCN.
В каком отношении точка N делит отрезок AD?

ФИЗИКА
Письменный экзамен

Вариант 1
1. Небольшое тело скользит без трения по внутренней по-

верхкостн желоба, выполненного в виде двух сопряжен-

сопряженных в точке А окружностей с радиусами R и R/2 <r < R

(см. рисунок). Найдите скорость тела в наивысшей точке

его траектории (после отрыва от желоба), если первона-

первоначально тело находилось в точке В на высоте, равной R от-

иосктслысо точки А. Сопротивлением воздуха пренебречь.

2. Холодильнаямашина, работающая по обратному циклу
Карно, передает тепло от холодильника с водой при тем-

температуре t2 *0 °С кипятильнику с водой при температуре

С, * 100 °С Какую массу воды нужно заморозить в холо-

холодильнике чтобы превратить в пар т, -1 кг воды в кипя

ткльнике? Удельная теплота парообразования воды г х

- 2,26 МДж/кг, удельная теплота плавления льда

Х-3^5-105 Дж/кг.

3. Определитеотносительную влажность воздуха, взятого

при температуре Т
- 363 К и давлении р

- 10* Па, если

отношение массы пара к полной массе воздуха в некото-

некотором объеме равно a 0 25 Отношение молярных масс
воды к воздуха составляет Р * 0,6, давление насыщенных

паров волы при температуре 363 К равно рл
- 70 кПа.
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4. Элементс ЭДС € н внутренним сопротивление г замк-

замкнут на внешнее сопротивление R. Наибольшая мощность,
выделяющаяся во внешней цепи, равна Р

х 9 Вт. Прн
этом в цели течет ток /-ЗА Найдите ЭДС и внутреннее

сопротивление элемента.

5. Катушкадиаметром О » 5 см содержащая N
= 1000

витков, помешена в однородное магнитное поле, парал-

параллельное ее осн. И1|^укдия поля равномерно нарастает со

скоростью Д?/Д*~ 0,1 мТл/с. К концам катушкн под-
подключен конденсатор емкостью С * 10 мкФ. Определите

заряд на конденсаторе.
6. Накаком расстоянии от тонкой собирающей линзы

надо поместить предмет перпендикулярно главной опти-

оптической оси, чтобы получить действительное изображение,
увеличенное вГ*3 раза? Фокусное расстояние линзы

5- 5 см.

Публикацию подготовили
Е.Студников, В.Шапошников

Московский инженерно-физический
институт
(технический университет)
МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

Вариант 1
1. Решите неравенство

10-5"

5*+ 8
¦?-0.5.

2. Изпункта М в пункт N выхолит первый пешеход, а

через 2 часа навстречу ему кз пункта N в пункт М выхо-

выходит второй пешеход. К моменту встречи второй пешеход

прошел 7/9 от расстояния, пройденного к этому момету

первым пешеходом. Сколько часов требуется первому пе-

пешеходу на весь путь от М до Ы, если второй пешеход

проходит путь от N до М за 7 часов?

3. Решитеуравнение

4. Прнкаких значениях aeR функция

возрастает на отрезке [а-5; $а]7
5. Основаниемчетырехугольной пирамиды SKLMN слу-
служит прямоугольник KLMN. Точка С лежит на ребре KS,
причем СК : CS • I : 3. Найдите отношение объемов мно-

многогранников на которые разбивает пирамиду плоскость,

проходящая через точки М N, С.

Вариант 2
1. Решите уравнение

2. Решите неравенство

3. Два трактора могут вспахать поле за 15 часов. Если бы

производительность первого трактора была вдвое больше,
чем в деЙствнтельностн а производительность второго

трактора на 20% больше, чем в деЙствнтельностн, то на

вспашку этого же поля обоим тракторам понадобилось бы

10 часов. За сколько часов может вспахать это поле каж-

каждый трактор, работая один?
4. Восновании пирамиды SKLM лежит треугольник

KLM, все стороны которого имеют длину 4^3 Центр
шара, описанного около пирамиды, совпадает с центром
основания пирамиды. Определите объем пирамиды, селя

известно, что LS *6 а боковые ребра KS н MS имеют

одинаковую длину. При каком значении Ь объем пнрамн
ды наибольший?

5. Решитенеравенство

5ж-15

Вариант 3

1. Решитеуравнение x + Jx-S^O
2. Еслидвузначное натуральное число Л разделить на

сумму его цифр, то в частном получится 3 н в остатке 7.

Определите число А.

3. Вычислитеcos(a + p) если sina-sinp-1 и

cosa + cosp* 7з.
4. Впрямой треугольной призме

) ^
Через прямую РРХ проведена плоскость, пересекающая от-

отрезок QR Определите площадь образовавшегося сечения

призмы, если известно, что эта площадь имеет наимень-

наименьшее возможное значение.

5. Решите уравнение (d € R)

Прн каких значениях d это уравкешю на промежутке

A,5л; 2jSn] имеет только одно решение?
Публикацию подготовил В. Чижов

Московский государственный институт
электронной техники — технический

университет
МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

Вариант 1
1. Чтобольше: ctg{!99#1994) илн ct*A994/i995)?
2. Решитенеравенство \}х i 1/13
3. Впрямоугольный треугольник с катетами а и Ь вписан

квадрат, имеющий с треугольником общий прямой угол.
Найдите периметр квадрата
4. Найдитео, прн котором один из корней уравнения
2х +лг +Зв-0 равен 3.

5. Решитеуравнение

6. Суммапервых трех членов геометрической прогрессии
равна 7, а сумма первых шести ее членов составляет 63.

Найдите первый член и знаменатель прогрессии.
7. Постройтеграфик функяин

х-2

8. Упростите выражение
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9. Цехв целом увеличил за год выпуск продукции на

34%, причем 20% рабочих цеха увеличили выпуск продук-

продукции на 50%. На сколько процентов увеличили выпуск

продукции остальные рабочие цеха?

10. Решитесистему уравнений

It. Решите уравнение

12. Пусть х,
— точка минимума, ai2

- точка максиму-

максимума функции

у = -Зх5 +5{а - А)х3 + СОах -1.

При каких значениях параметра а выполняется равенство

Вариант 2
1. Вычислитебез таблиц cosa, если tga -12/5 и

к<а<Зк/2.
2. Решитеуравнение 1о8л_,5 = 2.

3. Решитеуравнение [2x-3j =11.
4. Приведитеопределение точки максимума функции.
5. Решитенеравенство

6. Постройте график функции

7. Найдите все значения х, при каждом из которых про-

производная функции

f{x) « 64/2 sln(x/4)- 2Лsin(x/2) - J5x -1994

равна 0.

6. Сколько килограммов воды нужно добавить к 20 кг

5%-иого раствора соли в воде, чтобы получить 4%-ный

раствор?
9. Вычислите

10. Решитесистему неравенств

11. Даныдве геометрические прогрессии в,, о^% о^ и Ьх,
bjf Ь,. Известно, что л, +flj +a3 ¦ bx +bj +fcj, а числа apv
аД, fl^ образуют арифметическую прогрессию. Дока-

Докажите, что et+b -Uj + bj
12. ТочкаМ лежит на окружности /?, описанной около

прямоугольника ADCD. Докажите, что

МЛ7 + МБ2 +МС2 + ЛЯJ = 8Л2.

ФИЗИКА
Письменный экзамен

Вариант 1
1. Небольшоетело совершает гармонические колебания.

Зная, что его максимальная скорость равна vm «9,42 м/с.

найдите величину средней скорости тела за время в тече-

течение которого оно перемещается нз одного крайнего поло-

положения в другое.
2. Вычислитевремя, за которое тело соскользнет с нуле-

нулевой начальной скоростью с наклонной плоскости высотой

Л = 26 см с углом наклона р =60*, если по наклонной

плоскости с углом нахлона a =45* и тем же коэффициен-
коэффициентом трения оно движется равномерно. Ускорение свобод-
свободного падения д

- 10 м/с2.
3. Втеплоизолированном цилиндре под теплонепроницае-
теплонепроницаемым поршнем находится одноатомный идеальный газ с

начальным давлением р
= 10sПа, объемом V дм3 м

температурой Т - 300 К. При сжатии газа над ним совер-

совершили работу Л ш 90 Дж. Найдите температуру газа после

сжатия.

4. Каковаработа внешней силы, равномерно перемещаю-
перемещающей небольшое тело с зарядом q

= —20 нГСл из точки

электростатического поля с потенциалом <р, =700 В в точ-

точку с потенциалом <р2
= 200 В?

5. Конденсатор,заряженный до напряжения U{ * 10 В,

подсоединяют к конденсатору вдвое большей емкости, за-

заряженному до напряжения 02 ¦ 40 В, при этом соединя-
соединяют одноименно заряженные обкладки конденсаторов. Ка-

Какое напряженке установится на конденсаторах?
6. Расстояниеот предмета до переднего фокуса линзы в

и = 4 раза меньше расстояния от действительного изобра-
изображения до заднего фокуса. Постройте ход лучей и вычис-

вычислите, с каким увеличением изображается предмет.

Вариант 2
1. Телодвигалось по оси X с постоянным ускорением. В

точке х,
¦ 2 м оно имело проекцию скорости vu

- 2 м/с
а в точке х7 * 3 м — проекцию скорости vu

= 3 м/с.

Найдите координату точки, и» которой тело начало дви-

движение.

2. Брусокмассой m « 2 кг, лежащий на шероховатой го-

горизонтальной плоскости, приходит в движение с ускоре-
ускорением а ж 3 м/с2, когда на него действуют горизонтальной
силой F ж tl H. Какой минимальной горизонтальной си-

силой следует подействовать на брусок, чтобы только сдви-

сдвинуть его с моста?

3. Приизобарном нагревании некоторой массы идеально-

идеального газа его плотность уменьшилась вдвое. Па сколько

процентов увеличилась температура газа по шкале Кель-

Кельвина?

4. Издвух одинаковых маленьких проводящих шариков

одни неподвижен, а другой привязан к концу вертикаль-

вертикальной кнтн длиной / я 0,2 м. Масса каждого шарика

m = 0,9 г. Шарики, находясь в соприкосновении, подуча-

подучают одинаковые электрические заряды. В результате под-

подвижный шарик отклоняет нить на угол a - 60е от верти-

вертикали. Определите заряд каждого шарика. Постоянная в

законе Кулона k » 9-10* Н-на/Кла , ускорение свобод-

свободного падения д
- 10 м/с .

5. Кисточнику с ЭДС € = 120 В подключены последова-
последовательно неизвестное сопротивление R и лампочка, рассчи-

рассчитанная на напряжение V ¦ 12 В и мощность Р ¦ 48 Вт.

Лампочка горит нормальным накалом. Определите вели-

величину R Внутренним сопротивлением источника прене-

пренебречь.
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6. Расстояние между предметом к его прямым изображе-
изображением, создаваемым тонкой ликэой с поперечным увеличе-
увеличением Г - 0,2, равно L - 32 см. Постройте ход лучей и оп-

определите величину оптической силы лннэы

Публикацию подготовили С.Кальнеп,
А Овчинников, В. Плис, А.Ревякин

да затратила бы иа эту же работу на 11 дней больше, чем

вторая. Найдите наибольший и наименьший возможные

сроки, за которые выполнят эту работу три бригады, ра-
работая все вместе.

2. Решите неравенство

Санкт-Петербургский государственный
университет
МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

Вариант 1
(математике механический факультет)
1. Прн каких а найдутся вещественные числа хну, удов-

удовлетворяющие уравнению

2. Решите неравенство

3. Решите уравнение

¦ —cos8x.

4. Данравнобедренный треугольник ABC с основанием

АС Вписанная в него окружность с центром О касается

боковой стороны ВС в точке Р и пересекает биссектрису

угла В в точке Q. Докажите, что отрезки QP и ОС парал-

параллельны.

5. Серединысторон основания правильной четырехуголь-
четырехугольной пирамиды объемом V служат вершинами основания

правильной четырехугольной призмы объемом — V. Haft

дите объем общей части призмы н пирамиды.

Вариант 2
(экономический факультет)
1. Пенсионеркапоместила в Сбербанк некоторую сумму
денег под фиксированный процент месячного дохода. Она

планировала получить за год 165 тыс. р. дохода, но через
полгода сняла с книжки 100 тыс. р. В конце года на

книжке было 420 тыс. р. Найдите исходную сумму вклада.

2. Решитенеравенство

TZZ'
3. Решите уравнение

3 х
агесозх =« -arccos—.

2 2

4. Решите уравнение

5. Дан куб ABCDA'B'CD'c ребром ВС * Ь. Точки Я н

Q —

середины ребер А*В' н CD' соответственно. Найдн-

ге объем общей части дьух пирамид с общим основанием
ABCD и вершинами Р н Q.

Вариант 3
(психологический факультет, вечернее
и заочное отделения)
1. Трем бригадам поручена некоторая работа. Известно,
что первая и вторая бригады, работая вместе, могут вы-

выполнить ее за 55 дней. Известно также, что третья брнга-

3. Решите неравенство

4. Решите уравнение

cos-t

5. Известно, что точки К и L лежат, соответственно на

сторонах АВ и ВС треугольника ABC. а О — точка пере-

пересечения AL н СК. Известно, что площади треугольников

АОК и COL равны, соответственно, 1 и 8, а треугольник

АОС и четырехугольник BKOL равновелики. Найдите
площадь треугольника ABC.

Публикацию подготовили О.Иеанов
И Нецветаее, А.Орлов

Российский государственный
педагогический университет
им.А.И.Герцена
МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

(математический факультет)

Вариант 1
1. Упростите выражение

если

причем а, Ь >0

2. Для каждого натурального и > I определена функция

а) Найдитеобласти определения этих функций

б) Нарисуйтеграфик функции f7[x).

в) Решитеуравнение —/j(x)= 1-
8

3. Найдитевес решения уравнения

cos(n(l - х)) + cosBnB - х)) + cosCnC - х)) - 0,

принадлежащие отрезку I О, — I

4. Катетыпрямоугольного треугольника равны а и 2а. Се-

Середина катета 2а служит центром окружности с радиусом,

равным а На какие отрезки делится этой окружностью

гипотенуза треугольника?
5. Данаправильная четырехугольная пирамида SABCD,
все ребра которой равны Ь. Через точку N делящую отре-
отрезок AD в отношении 2:1, считая от точки А, проведена
плоскость, параллельная плоскости SCD Вычислите пло-

площадь полученного сечения.



Вариант 2
1. Упрослгге выражение

если

¦*№¦#¦
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прогрессию. Найдите площадь четырехугольника» зная,

что угол между большей диагональю и меньшей кз сторон

равен я/6.

Вариант 2
(физико-технический факультет)
1. Прн каких значениях параметра р все значения функ-
функции

причем с, d >0

2. Длякаждого натурального и > 1 определена функция содержатсяв промежутке [-tl]? Каково прн этому мно-

U*2*-rM жествоEf значений р

fm(x) ¦ 3
"

. 2.Решите систему уравнений

а) Найдитеобласти определения элифункций. Iх*
= '

б) Нарисуйтеграфик функции f3{x).
в) Решитеуравнение —/2(х) ¦ I.

3. Найдитевсе решения уравнения

sin(^(l + х)) - sinBn{2 + х)) + sinCKC+ х)) = 0.

принадлежащие интервалу [0; — 1

4. Стороныпрямоугольника равны а к Ь. На стороне а,
как на диаметре, построена окружность. На какие отрезки

окружность делит диагональ прямоугольника?
5. Данаправильная четырехугольная пирамида SABCD,
все ребра которой ровны а. Через точку М, делящую от-

отрезок AD в отношении 2:1, считая от точки А, проведена

плоскость, параллельная плоскости ASB. Вычислите пло-

площадь полученного сечения

Публикацию подготовила О.Корсакова

3. Прнкаких х одно из чисел eosx cosx2 sin2x больше

двух других и равно их сумме?
4. Изобразитена плоскости Оху области, заданные нера-

неравенством

I 1

Санкт-Петербургский государственный
технический университет
(Политехнический институт
императора Петра Великого)
МАТЕМАТИКА

Письменный экзамен

Вариант 1
(факультет технической кибернетики)
1. Решите уравнение

приведя уравнения их границ
5. Четырехугольник ABCD, описанный около некоторой
окружности, делится диагональю АС на треугольники

ABC и ACD с радиусами вписанных окружностей 1 и

3/V15 соответственно- Найдите стороны четырехугольни-

четырехугольника и диагональ BD, если плошали ABC и ACD равны 6 н

J\S соответственно.

Вариант 3
(радиофизический факультет)
1. Решите неравенство

SO.

2. Точканаходится внутри круга радиусом 6 н делит про-

проходящую через нее хорду на отрезки длиной 5 и 4. Най-

Найдите расстояние от точки до окружности.
3. Решитеуравнение

1 1

*

sin2 Igx + (
cosx+cos5x

= 0.

1 cos2

I
.0

2. Решитеуравнение

1

slnx sin 2* sin4x

3. Решитенеравенство

4. Какоеподмножество М плоскости Оху заполняют пря-

прямые вила

4. Прямаяделит пополам основание АЛ равнобедренного
треугольника ABC с боковой стороной 3 и отсекает на лу-

лучах СА и СВ отрезки СМ и CN соответственно. Найдите

длину СМ, если длина CN равна 2.

5. Найдитете ас[-п/2;Зп/2), прн которых неравенство

где д произвольно? Изобразите это подмножество, при-

приведя уравнения всех частей его границы.

5. Диагонали с длинами -jl н 4 делят четырехугольник

на части, площади которых образуют арифметическую

выполнено для всех х.

Вариант 4

(физико-механический факультет, пробный экзамен)
1. Найдитех и у, если 1; х\ 2у+3 — геометрическая, а

|x + 2)+|x-l]; y+2\ sln(arcsinx)
— арифметическая про-

прогрессии.
2. Решитенеравенство



КВАНТ

3. Решите уравнение

4. Трнравных конуса с радиусами основания 1 н высотой

Я стоят на плоскости, касаясь друг друга основаниями

Найдите радиус шара, касающегося всех трех конусов и

плоскости, в которой лежат их вершины

5. Прикаких значениях а множество решеюсй неравенства

является отрезком?

Вариант 5

(физико-механический факультет, основной экзамен)
1. Упрослгге выражение

m + I
6
т " т >

если т2 -д2-Ь2.
2. Решите уравнение

sin2 9/16.

Укажите решения этого уравнения, удовлетворяющие не-

неравенству

•J\12-7x2fx<7/3.
3. Составьтеприведенное квадратное уравнение с целыми

коэффициентами корнями которого являются числа

х./х2 н x2jxx, селн jrL2
— корни уравнения

х +px+q = 0, где /> = 4 + -/2; ^//
4. Прикаких значениях а функция

f(x) = 1Lх 1Jх +2

не имеет экстремумов?
5. Радиус шара, описанного около правильной четыреху-
четырехугольной пирамиды, равен 5/4, радиус вписанного шара

равен 1/2. Найдите площадь полной поверхности пира-
пирамиды.

ФИЗИКА

Задачи устного экзамена

1. Магнитофоннаялента перематывается с одной бобины

(катушки) на другую. Угловая скорость приемной бобины

постоянна н равна о>, радиус пустой бобины /?, толщина
ленты А. Какова будет скорость подачи ленты через время

t после начала движения?

2. Влифте, движущемся вертикально вверх с ускорением

q, ¦ 2 м/с2. находится вращающийся с частотой f ж
= 1,3 об/с горизонтальный столик, на котором лежит ма-

маленький коробок. Коэффициент трения коробка о столик

ц
= 0,4. Найдите максимальное расстояние коробка от

оси вращения, при котором он еще будет удерживаться на

столике. Каплите также ускорение коробка относительно

земли.

3. Лентагоризонтального транспортера движется со ско-

скоростью и = 0,5 м/с. На ленту, касаясь ее, влетает шайба

с начальной скоростью, равной v ш 2,1 м/с и перпенди-

перпендикулярной краю ленты. Найдите ширину ленты, при кото-

которой шайба остановится иа ее краю, если коэффициент
трения между шайбой и ле1гтой и = 0,75
4. Легкийшарнк начинает свободно падать и, пролетев рас-
расстояние /, сталкивается упруго с тяжелой плитой, движу-
движущейся вертикально вверх со скоростью и. Определите вртмя
между двумя последовательными уларами шарика о плиту.

i 9 9 5 / ** 3

5. Всосуде находится смесь азота N2 и водорода Н2 При
температуре Т, когда азот полиостью диссоциирован иа

атомы, давление равно р (диссоциацией водорода прене-
пренебречь). При температуре 37*, когда оба газа полностью

диссоциированы, давление в сосуде равно Ар. Каково от-

отношение масс водорода и азота в смеси?

6. Однимоль идеального газа совершает замкнутый про-
процесс, состоящий из двух нзохор и двух нэобар (рис.О.
Температура в точке / равна 7J «300 К, в точке 3 —

7^ «500 К. Определите работу, совершаемую газом за

цикл если точки 2 и 4 лежат на одной изотерме

Рис. 1

7. Электрическийдиполь (система из двух жестко связан-

связанных точечных зарядов +</ и —qt расположенных на рас-

расстоянии / друг от друга) находится в положении устойчи-
устойчивого равновесия в однородном электрическом поле напря-

напряженностью Е. Какую работу нужно совершить, чтобы по-

повернуть диполь на 180*?

8. Тонкийметаллический стержень длиной / ¦ 1200 мм

вращается в однородном магнитном поле вокруг перпен-

перпендикулярной к стержню оси, проходящей через стержень и

отстоящей от одного из его концов иа расстояние

/, «250 мм. Скорость вращения стержня п " 120 об/мин.

Вектор магнитной индукции параллелен оси вращения и

имеет величину В
= I мТл. Найдите разность потенциа-

потенциалов, возникающую между концами стержня.

9. Дваодинаковых конденсатора Л к В каждый емко-

емкостью С, н катушка индуктивностью L соединены, как по-

показано на рисунке 2. В начальный момент ключ К разом-

разомкнут, конденсатор А заряжен до разности потенциалов ?/,

конденсатор В не заряжен и ток в катушке отсутствует.

Определите максимальное значение силы тока в катушке
после замыкания ключа.

АГ

Рис.2

10. Одна из пластин незаряженного плоского конденсато-

конденсатора освещается рентгеновскими лучами, вырывающими из

нес электроны со скоростью v * 106 м/с. Электроны соби-

собираются на второй пластине. Через какое время фототох
между пластинами прекратится, если с каждого квадрат-
квадратного сантиметра площади вырывается ежесекундно
и «10 3

электронов? Расстояние между пластинами

d-Ю мм. Массу и заряд электрона считать известными.

Публикацию подготовили М.Погарсхий,
В Полищук, С.Преображенский,

В.Романов, Б.Чихачев



ВАРИАНТЫ

Санкт-Петербургский государственный
электротехнический университет

МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

Вариант 1

1. Решите уравнение

I _Зх2+Мх+10 3-2*

6х-5"

м 6. Решите неравенство

2. Решите систему неравенств

1 х-2|бх+10)^15.
3 Решите уравнение

4. Решитеуравнение

COSX+COS7X-2sin2 2х+1 = 0.

5. Решитеуравнение

reу-у
7. Суммашестого и одиннадцатого членов арифметичес-
арифметической прогрессии равна 72, а сумма девяти первых членов

этой прогрессии тоже равна 72. Первый член геометричес-
геометрической прогрессии равен деленному на 8 первому члену
данной арифметической прогрессия, а знаменатель

геометрической прогрессии в 4 раза меньше разности ариф-
арифметической прогрессии. Один из членов геометрической

прогрессии равен ( — 192). Найдите его номер.

8. Еслив двузначном натуральном числе заменить инфру
десятков на 1 то получится число в 3 раза большее, чем

сумма цифр исходного числа. Если же в исходном числе

поменять местами цифры десятков н единиц и затем это

число умножить на 2. то при делении полученного числа
на сумму квадратов цифр исходного числа в частном по-

получается 5. а в остатке — удвоенное число десятков не-

неходкого числа. Найдите это двузначное натуральное число.

9. Длинаоснования равнобедренного треугольника равна
10. аего площадь равна 60. Найдите длину медианы, про-
проведенной к боковой стороне.
10. При каких значениях а прямая у

-
a
— 2х имеет две

общие точки с окружностью, центр которой находится в

точке ( —5;3). а радиус равен -У5?
Публикацию подготовили

Н Бодунов, М.Доцлнхо

ИНФОРМАЦИЯ

(Начало на с. 50)

Вступительное задание

Поступающим в 10 класс ЗФШ нуж-

нужно решить задачи 1 — 4, поступающим в

II класс — задачи 4—7.

1. Шар,до половины погруженный в

веду лежит на дне сосуда к давит на него

с енлоб, равной трети действующей на

шар силы тяжести. Найдите плотность

шара.
2. Спутник,движущийся по круговой

орбите вблизи поверхности некоторой пла-

планеты, совершает одни оборот за время Т

Если же круговая орбита проходит на

высоте h от поверхности планеты, то

период обращения спутника составляет

Тг Каково ускорение свободного паде-

падения тел вблизи поверхности планеты7

Влияние атмосферы не учитывать.

3. Камень бросают вертикально вверх.
Некоторый начальный отрезок пути он

пролетаетза время fj. а следующийтакой
же по величине отрезок

— за время t2
(оба отрезка примыкают друг к другу).
На какую максимальную высоту подни-
поднимется камень? Ускорение свободного па-

падения g Сопротивлением воздуха прене-
пренебречь. В момент 11 + г2 камень движется

вверх.
А. Придумайте качественную задачу по

любому разделу физики (н приведите ее

решение)
5. Гидролокатор подводной лодкн, пог-

погружающейся вертикально, излучает ко-

короткие звуковые сигналы длительностью

т0 в направлении дна Длительность от-

отраженных сигналов, измеряемых гидро-
гидроакустиком на лодке, равна X . Какова

скорость погружения лодки? Скорость
звука в воде с. Дно горизонтально.
6. Двасосуда заполнены воздухом.

Температура воздуха в обоих сосудах

одна н та же, объем второго сосуда в к раз

больше объема первого. Сосуды соедини-

соединили, в результате давление стало р, а

температура не изменилась. Найдите на-

начальное давление во втором сосуде, если

в первом оно было р
7. Точечныйзаряд Q находится на

расстоянии h от бесконечной металличес-

металлической плоскости. Какая сила действует на

заряд со стороны плоскости?

ЗИФМШ ОБЪЯВЛЯЕТ ПРИЕМ

Заочная инженерная физико-матема-
физико-математическая школа (ЗИФМШ) объявляет
прием учащихся в 9, 10 и 11 классы на

1995/96 учебный год. Глзвная цель

школы — помочь учащимся глубже
изучить математику н физику, развить

инженерный склад кышлекия и лучше

подготовиться к поступлению в группы
по подготовке инженеров нсследоватс

лей высших учебных заведений, преж-
прежде всего — Петербургского государ-

государственного университета путей сообще-
сообщения (ПГУПС).
Прием в ЗИФМШ проводится по

результатам решения вступительного

задания публикуемого ниже. После но-

номера каждой задачи в скобках указано
для какого класса предназначена эта

задача. (Например: 4 (9,10 кл.) означз-

ет что задача 4 входит в конкурсное
заданиедля9н 10 классов.) Заданиедля

каждого класса состоит из шести задач.

Решение вступителыюго задания не-

необходимо прислать по адресу: 190031,

Санкт-Петербург, Московский про-
емкт, А А П1УПС, ЗИФМШ. ни

конкурс. В письмо вложите два экзем-

экземпляра анкеты, написанной на листах

плотной бумаги размером 9x12 см н

заполненной по прилагаемому образцу.
Зачисленным в ЗИФМШ в течение

года высылаются учебные пособия н

контрольные задания. Решенные зада-

задания оцениваются н рецензируются.

Успешно закончившие ЗИФМШ полу-
получают удостоверение и имеют преиму-
преимущество при поступлении в ПГУПС,
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Фамилия, имя,
отчвстоо

Класс (номер
класса указыва-
указывается на 1 сен-

сентября 1995 г.)

Подробный
домашний ащрвс

Номер и адрес

школы

Сидоров Иван

Петрович

524806 Х.Тверь,

t/л. Садовая, д. 55,
кв.77

школа № 5,
г. Тверь, ул. Зеле-

Зеленая, д. 7

который готова кнжекеров-электрн-
ков, инженеров-строителей, специалис-
специалистов по электронно-вычислительной тех-

технике к программному обеспечению
вычислительной техники, экономистов,
специалистов по бухгалтерскому уче-
учету, а также инженеров-исследователей
для проектирования н строш-ельства
высокоскоростных железнодорожных
магистралей (со скоростью движения
до 500 км/ч).

Обучение в школе бесплатное.

квант • 1 9 9 5 / ** 3

Вступительное задание

1 <9кл.). Из Петербурга в сторону
Москвы с интервалом в 10 мнн вышлидва

электропоезда н двигались со скоростью
60 км/ч. Какую скорость имел встреч-
встречный поезд, если он повстречал эта поезда

через 4 мнн один после другого?
2 (9кл.). Покажите, что для любых

трех положительных чисел произведение

их суммы на сумму их обратных величин

не меньше 9.

3 (9.10кл.). Как измерить величину
неизвестного сопротивления, имея воль-

вольтметр и амперметр с неизвестными внут-

внутренними сопротивлениями?
4 (9,10кл.). Пчелы, перерабатывая

цветочный нектар в мед освобождают его

от значительной части волы. Исследова-
Исследования показали, что нектар обычно содер-
содержит около 70% воды, а полученный из

него мед— 17% воды. Сколько килограм-
килограммов нектара приходится перерабатывать
пчелам для получения 1 кг меда?

5 (9.10.11 кл.). Почему при кладке

кирпичных печей используют глиняный

раствор, а не цементный (более прочный)?
Учесть, что для кладки печен используют

желтый кирпич, сделанный нз глины.

6(9,10,11 кл.). В равнобедренном тре-
треугольнике ABC на одной нз равных сто-

сторон ВС выбрана точка Гтак. чтоAFшАВ.

Докажите что АВ2 « BC-BF.

7 A0,11кл.). Локомотив находился на

расстоянии 400 м от светофора и нмел

скорость 54 км/ч, когда началось тормо-
женне. Определите положение локомоти-

локомотива относительно светофора через 1 мин

после начала торможения, если он дви-

двигался с ускорением О, 3 м/с .

8 A0,11ю..). Найдите значение пара-

параметра а, при котором корнн уравнения

удовлетворяют условию Зх, -4je2 « 11

9 (И кл.). Для зарядки автомобильно-

автомобильного аккумулятора его подключают к зажи-

зажимам выпрямителя, дающего практически
постоянное напряжение V

ж 13 В, через
сопротивление R <* 0.09 Ом. Сопротивле-
Сопротивление аккумулятора г * 0,01 Ом. Зарядный
ток /«ЮЛ. Найдите ЭДС аккумулятора
н мощность, идущую на зарядку. Объяс-

Объясните, куда расходуется остаток мошиос-

тн, отдаваемой выпрямителем.
10A1 кл.). Решите систему уравнений

-5-5,

ЗАОЧНАЯ АЭРОКОСМИЧЕСКАЯ

ШКОЛА

Заочная аэрокосмичезская шкала(ЗАкШ),
организованная Всероссийским моло-

молодежным аэрокосмическим обществом
(БАКО «Союз») и Московским физи-
физико-техническим институтом (МФТИ),

проводит набор учащихся в 10 и II

классы на 1995/96 учебный год.
I особия ЗАкШ подготовлены сотруд-

сотрудниками и аспирантами МФТИ и при-
призваны помочь всем, кто собирается пос-

поступать в вузы, особенно аэрокосмичес-

аэрокосмического профиля. Программа школы охва-

охватывает следующие разделы науки и

техники движение космических аппа-

аппаратов; ракетная техника; движение в

атмосфере; исследования Земли из кос-

космоса; исследования космоса; перспек-
гнвная космонавтика.

В течение года учащиеся ЗАкШ по-

тучают шесть заданий школы, включа-

включающих теоретический материал, список

литературы для дальнейшего знаком-

знакомства с направлениями аэрокосмичес-

аэрокосмической физики м задачи для самостоятель-

самостоятельного решения, а такжедополнительные

материалы.

Полный курс обучения в школе —

два года. Учащиеся, поступающие в 11

класс, имеют возможность окончить

школу по ускоренной программе. В

конце обучения выпускники получат
варианты вступительных экзаменов в

МФТИ и рекламный проспект с прави-
правилами приема в институт. Ученикам,

успешно окончившим курс обучения в

нашей школе, будет выдан диплом

ЗАкШ.

Конкурсный набор в школу прово-
проводится с целью зачисления учащихся на

бесплатную форму обучения. Не про-
прошедшие по конкурсу могут быть зачис-

зачислены на платную форму обучения —

все необходимые сведения по Этому
вопросу будут сообщены при условии
получения приемной комиссией реше-
решения вступительного задания.

Вступительное заданиедля участия в

конкурсе необходимо выполнить на

русском языке и оформ1ггь в отдельной
школьной тетради

— по одной задаче
на листе» с сохранением порядка задач

в задании. На обложку тетради наклей"
те белый лист, оформленный следую-
следующим образом:
1. Фамилияимя, отчество

2. Подробныйдомашний адрес (с
индексом)

3. Номершколы и класс, в котором

Вы учитесь

4. Любыедополнительные сведения

о себе

Для получения решения приемной
комиссии вложите в тетрадь конверт с

Вашим домашним адресом.

Тетрадь с выполненным заданием

вышлите не позднее 25 июня 1995 года

простой бандеролью по адресу:

141700 Московская обл., t* Долго*
прудный. МФТИ, факультет аэро-
аэрофизики и космических исследований.

сии будет сообщено в сентябре 1995
года.

Ниже приводятся условия задач всту-

вступительного задания в ЗАкШ. Задачи

1 - 6 предназначены поступающим в 10

класс, задачи 3-8 — в М класс. Для
участия в конкурсе не обязательно ре-
решать все предлагаемые задачи.

Вступительное задание

1. Шарик массой т скатывается без

трения с горки высотой Я, как показано
на рисунке 1. 11а какую высоту Л* он

поднимется? Вес необходимые данные

указаны на рисунке.

Рис. 1

2. Шарик массой m прикреплен к

стержню длиной /. Другой конец стреж-
стрежня шарнирно прикреплен к вертикаль-
вертикальной осн (рнс.2) ПарнсуЙте прннерныА

т

Встусштельное задание обратно не

высылается. Решение приемной комис- комисРис. 2 Рис.3
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график зависимости угла а образуемого
стержнемс вертикалью отугловой скорос-
скорости оо вращения оси.

3. В полусферический колокол, плотно

лежащий настом наливают воду (рнс.З).
Когда водадоходитдо отверстия, она при
поднимает колокол к начинает вытекать

снизу. НаДдмте кассу колокола, если ради-

радиус его R, а плотность воды р.
А. Дваодинаковых шара массойМ каж-

каждый находятся на расстоянии 21 друг от

друга (расстояние отсчитываете* от цент-

центров шаров). Ровнопо центру между шара-

шарами на прямой, соединяющей их, находится

еще одни шар
— массой т Этот шар

отклоняют от положения равновесия на

расстояние х в плоскости Р перпендику-

перпендикулярной прямой, соединяющей большие

шары, и отпускают Определите период
малых колебанийшаракассойт в плоскос-
плоскости Р если междушарамидействуюттолько
силы гравитационного притяжения.
5. Свинцоваяпуля кассой т, • 10 г,

летящая со скоростью v - 500 м/с, попа-
попадает в железный шар кассой щ • 1 кг

к застревает в нем. Определите устано-
установившуюся температуру системы, если на-

начальная температура взаимодействующих
тел t 20'С удельная теплоемкость

свинца с, 140Дж/ кг К) железа Cj«
•460Дж/ кг фЖелезный шар закреплен.
6. Вэлектронагревательном приборе

(полная длина спирали которого ЛВ - 1)
произошло замыкание между точками С н

D (AC • 1/4 I, DB • 3/8 I) н между

Определите новую мощность прибора при
том же напряжении сети, если первона-

первоначально она была Р » 1 кВт.

7. Принормальныхусловиях в цилиндре

под невесомымпоршнем площадью5 нахо-

находится некоторый объем газа. На поршень

кладутгирюмассой т. Докакой температу-
температуры необходимо нагреть газ, чтобыегообъем

стал вдвое больше начального?
8. Какойемкостьюдолжна обладать ба-

батарея конденсаторов, заряженная до на-

напряжения V
- 500 В, чтобы при разряде

через медную проволочку диаметром </-
- 0,5 мм н длиной / ¦ 30 см вызвать е«

расплавлен е?

ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

«КВАНТ» ДЛЯМЛАДШИХШКОЛЬНИКОВ

Задачи

1. См. рис. 1. 2. Обозначим через х оставшееся время пути. Та-

Такое же время потратил встречный поезд от 23.00 до момента

встречи, поэтому время движения поездов от 23.00 до момента

встречи равно оставшемуся времени. Сумма этих времен равна

7 часам (от 23.00 до 6.00), поэтому х-3,5 ч к пассажир про-

проснулся в 2 ч Э0 инн
3. Рассмотрим отрезок QP равный н параллельный отрезку
ВС (рнс. 2). Заметим, что ZABQ - гПСР н ZADQ- ZPQD.
Отсюда следует, что ZPQD• ?DCP. Значит, около четыреху-

ыпеха DQCPможно описать окружность н ZQCD• ZQPB
* 4QPDш ?DAQ, значит, ZQCD• ZDAQ.

В.

Р*Ь 1

4. Такой четырехугольник существует. Возьмем на окружности

пять точек, делящих ее на пять равных дуг (рнс. 3). Теперь
рассмотрим четырехугольник с вер-
вершинами в четырех из этих

пяти точек. Осталосьзаметить, чтопере-
перенеся любую из его вершин воставшуюся

пятую точку, мы получим четыреху
гольнкк, равный построенному.
5. В этой задаче есть подвох. Многие

решавшие считали, что масса бочки

апельсинов рааена 125 кг, забывая о

РнсЗ массесамой бочки, н получали, что

условие задачи противоречиво.
Обозначим через к количество бочек и через х массу в

килограммах бочки с апельсинами (х>125) . Так как все бочки

можно было поровну погрузить в две машины, то к четное

число, в из условия что в одну машину погрузили вдвое больше

бочек, чем в другую, следует что к делится на 3. Итак, к делится
на 6. Отметим, что 85% от трех тонн - это 2550 кг. Так как 2/3
от количества бочек весят больше 2550 кг, то JtBA/3)>2550.
откуда x>3825fk Условие о том, что в первую машину можно

загрузить еще три бочкн запишется так: 3000 - 2дл/3J3х

откуда **[ 900tyjc) 9J/2 Заменяя в этом неравенстве х на

меньшую величину, получим неравенство

*<[(900(yi25)-9]/2-3lr5.
Если мы выразим из предыдущего неравенства не *, а дг, то по-

получим, что х ? 900С/Bл+9 . Но х > 382^* поэтому

3822/* < 900(^B*+9) Из этого неравенства следует, что

1350»34425н»25,5.

Итак мы получили, что 25 5<*<31 5 Но вспомним что к де-

делится на 6. Единственное число, делящееся на 6 н удовлетворя-
удовлетворяющее полученным неравенствам, — это 30.

Братья Карамазовы грузили 30 бочек апельсинов Мы не на

шлн массы бочки с апельсинами, но это н ме спрашивалось, да

н точно назвать его невозможно, можно лишь отметить, что эта

масса больше 127,5 кг н меньше 130-й кг.

Конкурс «Математика G—8»
(см *Кеант> Мб за 1994 tod)

6. Любое нечетное число, большее 1. можно представить в виде

суммы двух последовательных натуральных чисел. Действи-
Действительно, всякое нечетное число можно представить в виде

2JH-1-A-KJH-1). Пусть число л представлено в видесуммы после-

последовательных натуральных чисел:

^*^). С)
Сомножители в числителе имеют разную четность, поэтому
один кз них — нечетное число. Следовательно, если пт2', то
такое число не может быть представлено в виде суммы несколь-

нескольких последовательных натуральных чисел.

Похажем что для всякого натурального числа п. не являюще-

являющегося степенью числа 2, существует тахое представление Пред-
Представим число я в виде я « 2' 2р +1). Такое представление су-

существует н единственно для любого натурального числа, здесь s

ир
—

неотрицательные целые числа. Чтобы получить требуемое
разложение для случая 2* > р достаточно взять в формуле ( • )
т т 2' - р, а к- 2р; в случае 2* ? р, в этой формуле берем
2 1р

Таким образом получаем, что искомыми числами будут лишь
числа вида 2*, где к - 0 1 2
7. ПустьМ - точка пересечения биссектрис углов DAC и DBC

(рнс. 4). По теореме о биссектрисе угла треугольника имеем
AC.ADшCM.MD и CMiMDm BC.BD. отсюда
АО.ВСшАО-.BD. Рассмотрим на стороне ЛВ точку К, для ко-

которой АК.КВ ш АО.ВС - AD-BD. Эта точка К н будет точкой
пересечения биссектрис угловADB н АСВ.
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8. Сначалаубедимся, что всякое слово из 5 букв можно спета

вить ие более чем мэ двух палиндромов. Для этого достаточно

проверить все 32 такие слова. Перебор можно сократить вдвое,

отбросив те слова, которые получаются заменой буквы Л бук-
буквой Б, а буквы Б — буквой Л. Поэтому можно рассмотреть

лишь 16 слов, начинающихся с буквы Л:

ЛАААЛ-АЛЛАА. ААААБ-АААА+Б, ЛАЛБА-ЛЛ+лБЛ,
ЛАЛББ-ЛАА+ББ. ААБЛЛ-ААБЛЛ. ЛЛБАБ-ЛЛ+БЛБ,
ЛЛББА-Л+ЛББЛ. ЛЛБББ-ЛЛ+БББ, ЛБЛАА-ЛБл+ЛЛ.
АБААБ-А+БААБ. ЛБЛБЛ-АБЛБЛ, АБАББ-АБА+ББ.
АББЛЛ-АББЛ+Л АББАБ-АББЛ+Б ЛБББЛ-ЛЕББА,
АББББ-А+ББББ.
Возьмем произвольное 1995-буквенное слово и разобьем его

сначала на ^-буквенные — их будет всего 399. Каждое из этих
слов может быть составлено не более чем нз двух палиндромов,

поэтому это 1995 буквенное слово можно составить не более чем

ыз 798 палиндромов, что меньше 800.

9. Такоймаршрут возможен. Один из вариантов изображен ма

рисунке 5.
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Рис. 5

10. Приводим одни из возможных способов нахождения фаль-
фальшивых монет. Вначале занумеруем монеты числами от ! до 6.

В двух прямоугольниках будем писать номера монет, положен-
положенных на левую и правую чашки. Три стрелки, идущие от прямо-

прямоугольника, означают соотвественио что 1) перетянула левая

чашка, 2) наступило равновесие, 3) перетянула правая чашка.

Процесс вэвешнвання можно изобразить в виде рисунка 6. За-

Заметим, что при взвешивании на весах без гирь невозможно

различить случаи всех фальшивых н всех настоящих монет.

КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

Вопросы и задачи

1. Да,так как заряд переносят частицы, обладающие массоя

2. Достаточнокоснуться рукой одной нз гильз Если после это-

этого взаимодействие гкльэ прекратится, значит, мы коснулись за-

заряженной гильзы. 3. Можно. Например, так: одни конец па-

палочки надо потереть мехом, другой — амальгамированной ко*

жеЙ 4. Положительный. 5. а) Нет, поскольку и незаряженное

тело, вследствие электростатической индукции, можеттоже

притягиваться, б) Да. 6. Заземленный проводник поднести, не

касаясь, к заряженному телу, а затем убрать заземление. 7. Да.

Например, поместив заряженный проводник внутрь полого

изолированного проводника и приведя нх в соприкосновение
6. Шар В зарядится положительно 9. В случае.еелн проводник
Л находится внутри полого проводника В. 10. Поровну, так

как статические заряды располагаются лишь по поверхности

шаров. 11. Положительный. 12. Для предохранения от взрыва

при электризации трением. 13. Не противоречит, поскольку по-

появление зарядов на нижней части стержня (вызывающее рас-
расхождение листочков) всегда сопровождается образованием из-

избытка зарядов другого знака на его верхней части. 14. При
внутреннем фотоэффекте электроны остаются внутри тела, при
внешнем — выбиваются с поверхности тела, заряжая его поло-

положительно 15. Один из нейтронов в ядре радиоактивного ве-

вещества превращается в протон н электрон, который к выбрасы-
выбрасывается при р -распаде 16В состав ядра легкого изотопа гелия

входят два протона и нейтрон, а ядро сверхтяжелого водорода

состоит нз одного протона и двух нейтронов. Ядра очень близ-

близки по массе, но различаются ровно в два раза по величине за-

заряда 17. Заряженные частицы, в отличие от »лектрическн ней-

нейтральных, оставляют следы (треки), благодаря способности

ионизировать попадающиеся на их пути молекулы.

Микроопыт

Шар, зарядившийся при греннн о газету, индуцирует на по-

поверхности потолка заряды противоположного знака. Чем ближе

материалы шара и потолка по своим свойствам к изоляторам.
тем дольше на ннх сохраняются заряды н продолжается элек-

электрическое притяжение шара к потолку.

Рис. в
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Электромагнитная индукция

1. Ток по перемычке направлен снизу вверх н равен

г Bva

Л+р^—

2. 0-/14*05 ±^. 4. С/,-

,при

Отсечем все лишнее...

1. Исхлючим, например, из услооня ннфоркаиню о том, что

произведение четырех первых членов арнфмстнчччосхон про-

прогрессия равно 24.

Число 6 кожст быть представлено в вцдс произведения трех на-

натуральных чисел только дкумл различными способами: 1-2-3 и

1-1-6. причем числа 1; 1; 6 не могут быть тремя первыми чле-

членами арифметической прогрессии, тогда как числа 1; 2\ 3 явля-

являются тремя первыми членами арифметической прогрессии при
f2

№4Указание.

Данное кер>авекство равносильно системе нз двух неравенств:

Рассмотрите два случая: 0<х+5<1; х + 5>1.
5. C.2). Указаны Домножнв первое уравнение на знамена-

знаменасистемы, получим после преобразований уравнение

2 Отбросив «помогающее» условие, решим уравнение
.- ц . ъ ••» . * л i ** e-«•*/¦ ^ммшшл дикиоки! ncpwc уравнение на знаж
12х5 + 4* -17х + б *0 для чего умножим обе его части иа2. уравнениенз второго уравнениятогда получим 3Bх) +2Bх) ~17Bх) + 12«0. или, введя обоз-

обозначение 7 - 2х,

Теперь легко проверить, что делитель свободного члена, рзв
ный 1, является корнем уравнения (• ), т.е. гх ¦ 1. или х, • 1/2
Радделнв многочлен, стоящий в левой части исходного уравне-

уравнения нах тм решив соответствующее квадратное уравнение,

найдем д:2»4' *i*- -
3. Неуточняя смысл «перевернутого» числа, отбросим инфор-
информацию о том. что его прокзьедение на сумму цифр раоно 486.
Теперь, обозначив через т число десятков, через л

— число еди-

единиц двузначного числа, на основании оставшихся данных запи-

запишем уравнение < 10па+п)(т + п) -405. из которого, например,

полным перебором натуральных чисел т 1 ? т ?9 ( т * 0 для

двузначного числа) придем к однозначному ответу: т
я 0, n S

и 45 — искомое число. Можно указать и более рациональный
способ перебора: сумма цифр го + п является делителем числа

405, причем IS m + п 518, но таких делителей только пятъ: 1;

3; 5; 9; 15. Как показывает проверка, условию удовлетворяет
только 9. Поэтому 45 — искомое число.

4. Исключимнз условия всю информацию, кроме плотности

диенового углеводорода по юдороду Тогда записав общую

формулу такого углеводорода как СЛН„.Х, получим для опре-

определения хуравнение 12х + 2х-2 = 2 20 = 40. из которогохж3.
Значит, формула диенового углеводорода — CSH4, или

HjC ¦ С ¦ СН,. По числу исходных данных
— всего одно — это

решение оптимально!

правая часть которого не больше 5, ft левая не меньше 5

{x-yt\i). Поэтомух-З.у 2.

6. (-ЛЗ ~^-<1Щ.Решение. ПустьDEFC - указанное!

условии сечение пирамиды АВ^М (рис. 8). Этот четыреху-

четырехугольник — параллелограмм, а точка/7 — середина отрезка

AtM. Пусть И — середина ААХ. Так как прямая GF перпенди-

перпендикулярна плоскости основания А,В,С,, то оиа перпендикулярна

отрезку FH. Поэтому FH — высота параллелограммаDEFG.

ЛВша. АЛ^шЬ, AjFmFM*x, FC ¦ А. Приравнивая площади

треугольника ЛАМ, н параллелограмма DEFG. получаем:

f Л ш1.2хЬ\

Рассмотрим теперь основание AtBtCt призмы. По теореме

косинусов для сторон треугольника AlFH можно записать

равенство: Аа ¦ № ] + х1 - 2j-| Iccos60*. Подставляя А-2х.

приходим к уравнению 12*1 +2ддг-<га =0, положительный

^——а. Следовательно, отрезок AiSiкорень которого х =

равен
•

-а, после чего получаем

Московский государственный
авиационныйинститут
МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1. См. рис. 7. 2.-2^
tgfa ¦¦5-J = 2 находим, что tga

кие равно 2—-—¦.

. указание. Из условия

3+2V3
. а заданное выраже-

Вариаит2
1. Область,расположеюош не выше прямой к не ниже параболы.

2. 1-4^-3.3715.3,24.24.

4. ^^ju^^juj^ll^j. s. D; 5).
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ФИЗИКА

1. "-f m, кг.

3. *.-—&—_?.. 0.51 -SIN- 4. г«/>//а-1 Ом;
В+оц I *~ р1Р

рч ?/г 6 В 5 d

6. см.

Московский инженерно-физический институт

МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1 *2lo&(V7)- 2.9ч. 3. arctg(cos5)+2Rn, ncZ.

4. ee(-V4 V5) 5. 21/И.

Вариант2

1. ±^? + 2кл, ncZ. 2. (*4].3. 40 ч к 24 ч.

*. Vpe4,-^-b-F4-u?)V'. 0<fc<8; V^ максимален при

Ь«4-Л 5.л-Ьпрн fce(—;-#4); хе{0} прнЬ--3/4;

*€<-3/4;fc] при b«(-y4.S], jtc(-^4;S] при ЬеE + «).
Вариант3

1.4. 2.37. 3.1. 4.50R*e-slD29-(*>-4e>sln4)Va,

5. При

; при

± arccoe(-V7) + 2лп, я с Z; едикст»енное решение при

Московский государственный институт

электроннойтехники
МАТЕМАТИКА

Вариант 1

l.ctgJ^. 2.@:131. 3.-^. 4.-3. 5.3. 6. о,-1.<7"=2-

7. См. рис. 9. 8.-2. 9- 30%. 10. A;2;3). 11.-j. 12. а-1.

-У А

Вариант2

1. -^. 2. 1+V5 . 3, -4; 7. 5. («^)и(у;|]. 6. См. рис. 10.

7. 2п+8кя, 8япряс2. е. 5 кг. 9. 0. 10. ("fJ"fMf:f)
ФИЗИКА

Вариант 1

ря/я - 6 м/с. 2. - tga s п2Э - <М с.

5. иш(и%*2Ц2)/3 -ЗОВ. в/Г-7^-

Вариант2

3. Д- 100%. 4. ^2/siDf

s. - 1,2м. 2. f^-f-md-SH.

-0.2«IOl

5. Rm&'^U'Tl Ом. в.1)--^р---10д1ттр.
Санкт-Петербургский государственный
университет
МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1- ai—i.
2

Длина отрезка />/Г (рис. 11) равна OP -
-», поэтому окруж-

окружность, заданная уравнением н полуплоскость, заданная

неравенством, имеют общие точки при Va + 12 -ir.

Рис П

г-

Рис. 72

4. Пусть X — основание биссектрисы (рнс 12). Имеем:

Рис.9 Рис. 10

5. Пусть 5" — площадь основания пирамиды; А н И — высоты

пирамиды и призмы соответственно Так как площадь основа,-



кия призмы равна —S то Vmj-Sh и -|v-~//S, откуда

А-Я, т.е. вершина пнрамдды лежит на верхнем основании

призмы. Следовательно, общая часть данных тел получаете*

при отбрасывании от данной пирамиды четырех маленьких

треугольных пирамид, высоты которых равны ~, Ж плотдди

о *

оснований — •?¦. Искомый объем равен

ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

У/

Веривит2
X. 375 тыс. р. Если х — величина исходного вклада (в тыс. р) и

за полгода вклад возрастает в t раз {t>\), то xt* - х = 165,

3. - I. Поскольку cosBarccosx)» 2дг* -1 н

cosf3arccosyj«4l-|j -Зу.то (х + 1)(х*-5х + 2)-0. т.е.

x ¦ -1 нлн х ¦ -—.Осталось заметить, что исходное
2

уравнение ие имеет положительных корней.

4. logx 14. 5. —Ь . Общая часть данных пирамид состоит нз

двух равных пирамид и треугольной призмы.

Вариант 3

1.55 и 30дней. Пусть wt. wt, wt
— части работы, которые

делают за один день первая, вторая и третья бригады соответ-

соответственно, а 7" — искомое время. По условию, и», + w » —,

=11 и Т= .поэтому Т= ¦ .С

dp, Wj wt+wt +а»з У55+ ccj

ttutofi стороны. a»3 >0, поэтому Г ?55. а с другой,

11 I
—¦—-+ 112ll + 55n66, так как w ? —, откуда 7"?30.

в, в>2 55

2. {-2}и['*^;+ -]. 3. Г0;-|и[2;+ -). Указание. Данное

неравенство приводится к виду (х - 2){1о#з х +1) ? 0

5.21. Указание Earns — площадьтреугольннкаЛОС то

jt\nS*tnAB'AKm2s'?

h /
\ /

2. а) (-^:0)иBл;+«); 6) f2(x
см. рис.13; ь) ж,*-3, ха«9.

3 1 I I fli 4 ^^¦

4' 3- 4" 4
'

S
'

Вармант2

1. ^^,если
с

2. а)A-
см. рис.14; в) х »0,х2*2

2 3

Рис. 14

2Ь\

d<c.

Санкт-Петербургский государственный
техническийуниверситет
МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1. 10;я/4+ ял; п я 1, 2 ... Указание. Учтите равенство

2. 2iuw/7(m # 7А). Указание Умножьте обе части равенства на

5inxsin4_r.

3. @;1)и[2.2Л]и13;4]и(в41+«).Укшаниг. Используйте

тождество

и выпуклость функции у = 2'.

4. -\-х2/В?уй\+\х\ при |r]?4. l-|x]iyil+|x] при

остальных х. Указание. Принадлежность точки (хгу) искомому
множеству равносильна разрешимости относительно О

уравнения вида

cos2 0.

5. ^3 . Указание. Произведения площадей несмежных треу
Полученное кубическое уравнение s(s +1) » (s+8)Bs + 9) имеет гольннков равны, прогрессия постоянна, а четырехугольник

единственный корень s =6 являетсяпараллелограммом.

Российский государственный педагогический

университет

МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1. —(j-b), если в>Ь; —(j-fc), если aub.
2а 2

Вариант2

3. arcsioD/5) + 2пп пе.2 . Указание. Для произвольных

чисел а Ь с
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ФИЗИКА

поэтому условие задачи можно записать так:

fв ¦ Ь+с, ffcuj + c, fс = в+Ь,

[а,с > 0. [а,Ь > 0.

4. Четыре области, ограниченные отрезками, лучами и дугами

парабол:

х>2.

-x2f2<y<\-x2/2.
Указание. Рассмотрите равносильное алгебраическое неравенст-
неравенство А(х,у}>0, левая часть которого меняет знак прн пересече-

пересечении элементарных кривых (прямых, парабол).

5. 3. 5, 4, 2; V13 + 3-/15 . Укомкие. Вначале, используя

свойство четырехугольника, описанного около круга, установи-
установите касание вписанных в треугольники кругов, затем примените

формулу Героиа.

Вариант3

1. (V4tf2]u[vW2.l) Указание Перейдите к логарифмам по

одному основанию 2 2. Указание. Произведение длин

отрезков, на которые точка делит хорду, для любой из хорд
одинаково.

3. лА + ]с/2±л/6, AflZ 4. 6. Указание. Проведите через точку

С прямую параллельно основанию, затем рассмотрите две пары

подобных треугольников. 5- [-я/6 */6]U[5n/6\7*/6] Указа

пие. Преобразуйте произведение тригонометрических функций
в сумму (разность), приведите подобные члены

Ввриант4

M-fc-0- 2. [-1:3).

3. х{2А+1)/12,пDА- 1)/в. Указание. Понизьте степень и пре-

преобразуйте сумму (разность) в произведение.

4. 2Uh*+ \-\\Ih&,\
расстояние от оси конуса до центра шара, затем рассмотрите се-

сечение, проходящее через ось конуса н центр шара.

5. (-ll;-l3/4]U(-3;9).Указание. Найдите а. прн котором

графики функций у = *O + х н у«=4-|х-о] касаются, имеют

одну, две или трн точки пересечения.

. где - Указание. Найдите

1.0. 2. 2пл±агесозЭ/4; -arccos3/4.

3. х7- 4х +1 = 0. Указание. Примените теорему Виста к

данному н искомому уравнениям

4. (-••;-I/6]U[0:+¦•) Указание. Введите новую переменную

t ш 2* (t > 0). Найдите производную no t. Исходная функция не

имеет экстремумов, если производная сохраняет знак прн t > 0.

5.6; 9. Указание. Рассматривая вертикальные сечення пирами

ды, выведите уравнения a =2ABl?-A); a (A-2r)»4Ar , где

R н г — радиусы описанного н вписанного шаров, k — высота,

а — сторона основания пнрамнды Исключая а получите для h

квадратное уравнение.

= 7 см;

4¦

6. Л «12G;-2^7% +Г,)-211 Дж. 7. Л-

8. С/-ппВ/(/-2/|)«5мВ. Ы.^иШ.

Санкт-Петербургский государственный
электротехнический университет

МАТЕМАТИКА

i + Дб
VT"

7.7.8.22.9.

. 5. 0. 6.

^51 ^12;-2).
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ШАХМАТНАЯ СТРАНИЧКА

Круг почета

Самыепричудливыеузорырисуютна
шахматнойдоскедвижущиеся фигу-
фигуры, прежде чем достичь свой цели.
Сегодня мы рассмотрим несколько

примеров с круговым движением
фигур, когда после ряда ходов по

замкнутомумаршрутуонивозвраща-
возвращаются на исходноеместо.

Перед нами одни из первых примеров

вечного преследования короля.
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Ю.Кук, 1852
Ничья
i.K«fi+ Kpf52.Kc3+ Kpe63.Kf4+ Kpd6

1 KfS+ Kpc5 5 Ke6+ Kpc4 6.Kd6+ Kpd3
7 Kc5+ КреЗ 8 Kc4+ Kpf4 9.Kd3+ Kpf5
1О.КеЗ+ с ничьей.

Любопытно, что и коки и король пере-

перемещаются по одной к той же траектории,
описывая круг в центре лоск»
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Л.Бюлер, 1969
Мат в 30 ходов

Кажется, что в этой задаче черный
король убегает от коневой атаки.

1.КП + Kpg4 2.КГ2+ KphS 3 Kg3+
Kpb64.Kg4+ Kpg7 5. Kh5+ Kpf7! 6 Kh6+
KPc6l7.Kg7+Kpd68Kf7 Kpc59.Kc€+
Kpc4 10. Kd6+ Kpb3 U.KcS* Kpb2

Kp:e2 IS Kcl+ Kpf2 16. Kdl+ Kpg3
17.Ke2+ Kf»g4.
Me пора ли соглашаться иа течью? Но

черный король во время своего долгого

путешествия неосторожносъел пешку, и

на втором круге белые используют это

(десяток ходов пропустим
— они уже

известны): 18.КГ2+ КрЬ5... 28. Кс4+

Kpcl 29. КЬЗ+ Kpdl 30 Cf3X|

Король получил матг не успев завер-

завершить второй круг почета. Может быть,
какой-нибудь любитель рекордов приду-
придумает задачу с несколькими (хотя бы с

тремя) кругами черного короля?!

В.Корольков, В.Чеховер 1950
Ничья

if? Cd6+ 2 Kpb21 Kh6 3. Г8Ф+ C:f8
4.K:f8 ЛИ 5. Kg4t K:g4 6. Кеб1 Но не

6. Kg6? из-за 6...Лf6\ Теперь обе фигуры
черных поя ударом, н они смогут выиг-

выиграть только в том случае если ладья с

темпом убежит от преследования
6...Ле4 F...ЛГ6 7.Кс7+ Kpb7 8KdS, и

белый конь оказывается пол защитой
пешки) 7.Kg51 Лс5 8. КГЗ ЛГ5 9.Kd4 ЛГ4
10.Кеб Лс4 ll.KgSt Конь прыгает по

маршрутуg5—C—сМ—еб—g5.аладьятоп-

чется вмаломквадратес5—f5—f4 —е4—с5.

А.Троицкий, 1927
Ничья
Здесьюркий конь попеременно налада

1.сЗ ЛаЗ! 2.Кс4+ КрЬЗЗ Kf6+ Kph64.
Kg4+ Kpg5 5. Kf21 Л<15 6 Ke4+ Kph6
7 Kf6 Проскакав посторонам ромбае4 -

f6—g4 — f2—е4. коньвступаетвединоборст-
единоборство с ладьей

7...Л<16 8.Кс4 Лс11 9.КГ2 Ла510. Kg4+

Kpg5 11 КГбнтд

В.Йоргенсен, 1949
Мат в 6 ходов

В этой задаче замысел выражен в почти

кристальной форме. Черные в цугцванге,

поскольку на любой ход коня следует

2 d3x А выигрываютбелые таким ма

невром 1JU3! КЬЗ 2. Ла4 Ка4 3 ЛЬ4

Ке64.ЛЬЗК 55.Лс31
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12 Кс4+ Kpcl 13.КЬЗ+ Kpdll 14. КЬ2+ етиа короля н далью соперника.

В.Якимчик, 1970
Ничья
В этом замечательном этюде король (I)

непрерывно преследует черного коня

l.KpeS КГ7+ 2 Kp*6KgS+ 3. KpfS Kf3
C h64.h4 КЬ7 5. Kpg6 Kffi+ 6. Kp I16) 4.

Kpc4 K<12+ 5 Kpd3 КЬЗ б Крс4 Кв5+ 7.
КрЬ5 КЬ7 8 Крсб Ка8+ 9.Kpd7 Kf7
10Kpc6Kg5+<10...Kh8li.aGKgGi2.Kpf6
КЙ !3.Kpe7Kg6+ U.Kpf6) 11-KpfS. Если
2,.. Kd8+, то 3.Kpd7, и фигуры бегут друг
за другом в обратную сторону.

Е.Гих
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Уважаемые читатели журнала «КВАНТ».

Мы надеемся, что вы не забыли о нашем журнале
и своевременно оформили подписку на него на второе полугодие 1995 года.

Если же по каким-то причинам этого не произошло, не расстраивайтесь
—

вы сможете подписаться на журнал и в помещении редакции.
Это избавит вас от возможных недоразумений, связанных с доставкой через почту.

В редакции можно таюке приобрести журналы «КВАНТ»

и Приложения к ним за прошлые годы.

Наш адрес: 103006 Москва, К-6, ул. 1-я Тверская-Ямская, 2/1, «КВАНТ»

тел. 250-33-54,251-55-57.

Мы ждем вас ежедневно с понедельника по пятницу с 11 до 17 часов

Звоните и приходите!

КВАНТ КВАНТ КВАНТ

¦ ¦


